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Wstęp. — Definicya Mechaniki Cząsteczkowej. — Pojęcia o budowie materyi. — Inna 
zasada. 


1. Wstęp. — W mechanice analitycznej (ogólnej) uważa 
się ciała za zupełnie sztywne, t.j. przypuszcza się, że poło- 
żenia względne punktów, na które działają siły bezpośre- 
dnio lub pośrednio, pozostaja niezmiennemi, niezależnie 
od ich natężeń; jednćm słowem, przyjmuje się jakby te ciała 
utworzone były z materyt ciągłej i pod żadnemi wpływami 
kształtu swojego zmieniać nie mogły. 


Pewna liczba ciał sztywnych, znajdujących się pod wpły- 
wem sił wewnętrznych (naprzykład gdy się przyciągają lub 
odpychają) i sił zewnętrznych, tudzież, poddanych pewnym 
warunkom geometrycznym (naprzykład że pewne ich punkta 
mają zostawać na danych powierzchniach lub krzywych li- 
niach) stanowi tak zwany układ mechaniczny. Zbytecznem 
zapewne byłoby па tém miejscu objaśniać, dlaczego w każdym 
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przypadku, warunki geometryczne zastąpić można przez wpro- 
wadzenie pewnych sił, lub nawzajem, pewne siły przez 
wprowadzenie odpowiednich warunków geometrycznych. 


Oznaczyć ruch układu mechanicznego, lub, oznaczyć wa- 
runki jakim siły i związki geometryczne mają zadosyć uczy- 
nić ażeby układ był w równowadze, oto są dwa główne i naj- 
ogólniejsze zadania mechaniki analitycznej. 


Reguły do rozwiązania zadań tych prowadzące, przedmiot 
i cel mechaniki analitycznej, polegają na wskazaniu działań które 
potrzeba zilościami w zadaniu danemi wykonać, ażeby rozwią- 
zanie otrzymać. Dochodzi się zaś do nich przez ścisłe rozumo- 
wanie, opierające się na”pewnych zasadach, t. j. prawdach 
niezbitych, usprawiedfiwionych licznemi doświadczeniami i 
rozumowaniem, takich mianowicie prawdach, jak bezwładność 
materyt, niezależność ruchów i t. d. 


Tak więc, mechanika analityczna, we właściwóm znaczeniu 
tego wyrazu, podawszy raz ogólne prawa ruchu i równowagi 
układu mechanicznego i na nich oparte reguły na rozwiązanie 
obydwóch wyżej sformułowanych zadań, nie zajmuje się już 
innemi trudnościami, jakie się w rozmaitych szczególnych 
przypadkach spotykają. Chcę tu mówić o trudnościach mate- 
matycznych, wynikających z natury ilości danych w zadaniu 
z jednej strony, i z niewydoskonalenia jeszcze samej matema- 
tyki ze strony drugiej. Ażeby lepiej kwestyę tę uwydatnić, 
weźmiemy za przykład mechanikę nieba. 


Jeżeli ciała składające układ mechaniczny posiadają kształt 
elipsoid obrotowych, i jeżeli każde dwa nieskończenie małe 
elementa wzięte z dwóch którychkolwiek różnych ciał, przy- 
ciagają się wzajemnie, w kierunku prostej łączącej ich środki 
ciężkości, i z natężeniem proporcyonalnem do iloczynu ich mass 
a odwrotnie proporcyonalnem do kwadratu z ich odległości; ozna- 
czenie ruchu takiego układu, stanowi główny przedmiot 
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тейи nieba. Na podstawie ogólnych żasad mechaniki апа- 
litycznej zadanie to rozdziela się na dwa : jedno, o ruchu 
środków ciężkości ciał składajacych układ, drugie, o ruchu ich 
własnym okoła tych środków ciężkości. Nie koniec na tem, odkry- 
wają się jeszcze pewne ogólne własności : јак, prawo zachowania 
środka ciężkości catego układu, prawo zachowania pól, wynika- 
jaca z tąd niezmienna płaszczyzna i prawo zachowania sił żywych. 
Takie są mniej więcej w ogóle wypadki, które mechanika ana- 
lityczna dla tego zagadnienia daje; reszta rozwiązania zależy 
tylko od samej matematyki, która niestety dotąd jeszcze nie 
zdobyła się na zupełne odpowiedzi tak w pierwszej jak 
i drugiej jego części. Szczególniej część pierwsza pozostawia 
wiele do życzenia, sławne tak zwane zadanie trzech ciał, dotąd 
jeszcze nierozwiązane, stanowi jej istotę. 


To przypomnienie definicyi mechaniki analitycznej i stre- 
szczenie głównego jej przedmiotu i celu, nie jest zrobionem 
na próżno. Mając wprowadzić czytelnika w dziedzinę mechaniki 
cząsteczkowej, nauki nowej i pierwszy raz sposobem rozumowa- 
nym traktowanej, powinienem był wykazać głęboko i jasno sta- 
nowisko nauki ścisłej w ogóle, ażeby wiedzieć dobrze czego od 
niej wymagać, a со do niej nie należy. Najlepszym przykładem 
w tym celu zdawała mi się być mechanika analityczna, nietylko 
z tego względu jako nauka ścisła, ale dlatego jeszcze, że wiąże 
się z mechaniką cząsteczkową, a przynajmniej pojęcia jej głó- 
wne w tej ostatniej nauce ważną, jak zobaczymy niżej, odgry- 
wają rolę. 


2. Definicya Mechaniki Cząsteczkowej. — Przyjąwszy 
że ciała są zupełnie sztywne, wszystkie zasadnicze prawa 
ich ruchu wyprowadzają się w mechanice analitycznej, i jak 
powiedzieliśmy, na podstawach ścisłych i racyonalnych. 
W naturze jednak ciała sztywne nie istnieją; ażeby więc 
można było mieć prawa ruchu ciał naturalnych, potrzeba 
wprowadzić do mechaniki analitycznej pewne warunki, wyni- 
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kające z ich niesztywności. Warunki te zmieniają prawa w niej 
znalezione, nawet i dla ciat stałych, które w przybliżeniu za 
sztywne uważać także można. 


Jedynym objawem niesztywności ciał naturalnych, i zarazem 
jedyną różnicą pomiędzy ciałami szływnemi i ciałami natural- 
nemi, jest ten niezaprzeczony fakt, że te ostatnie zmieniają 
swój kształt pod wpływem sił na nie działających, lub mówiąc 
dokładniej, że względne położenia ich punktów, na którę 
działają siły - bezpośrednio lub pośrednio, zmieniają się. Zja- 
wisko to określamy mówiąc, że ciato stę odkształca. 


Otóż, mechanika cząsteczkowa zajmuje się zbadaniem praw, 
według których ciała się odksztatcają, i podobnie jak mechanika 
analityczna w swoim zakresie, podaje ogólne reguły na rozwiąza- 
nie zadań tychże praw dotyczących. 


Nie wynika ztąd ażeby każde zadanie mechaniki cząstecz- 
kowej mogło być zupełnie rozwiązane; i lu również, jak 
w głównóm zadaniu mechaniki nieba, napotyka się trudności 
matematyczne, których pokonać dzisiaj niepodobna. 


W taki sposób określona mechanika cząsteczkowa nie może 
być uważana jako przykład do mechaniki analitycznej, ale 
stanowi oddzielną zupełnie naukę, mającą prawo w dziedzinie 
innych nauk, do równego z nią obywatelstwa. I rzeczywiście, 
jeżeli mechanika analityczna posiada wiele przykładów w na- 
turze, do których należy i mechanika nieba, mechanika czą- 
steczkowa - posiada je obecnie, jak to w ciągu niniejszego 
wykładu zobaczymy, w hydrodynamice i hydrostatyce, w teoryt 
sprężystości ciał stałych, w teoryi włoskowatości, w teoryi światła 
i ciepla. Spodzicwać się nawet można, że obejmie z czasem 
cały obszar zjawisk fizycznych i chemicznych. a kto wie, слу 
nawet prawo powszechnego ciążenia nie będzie kiedyś także 
bardzo prostym wynikiem jej badań, 


3. Pojęcia o budowie materyi. — Nadawszy lak obszer- 
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ne znaczenie mechanice cząsteczkowej, wypada się teraz 
zastanowić nad dwiema następujacemi kwestjami. Najprzód, 
należy rozpoznać zasady na którychby naukę tę oprzeć można 
było, powtóre, po rozpoznaniu ich, rozebrać krytycznie, czy 
jest możliwem obecnie wykładać ја sposobem rozumowanym, 
na nich się opierając. 


Pierwszą myślą która się co do pierwszego punktu nasuwa, 
jest niezawodnie budowa materyt. Tutaj więc fizyka doświad- 
czalna i chemia powinny dostarczyć faktów, a z nich, przez 
rozumowanie, powinniśmy dojść do pewnych pojęć o wewnę- 
trznym układzie ciał naturalnych. 


Wiadomo jest, że każde ciało może być w dowolny sposób 
podzielone na pewną liczbę części, i że la podzielność rozciąga 
się tak daleko, iż jest niemożliwem nietylko dojście do jej 
granicy, ale nawet samo jej oznaczenie. Na dowód tego faktu, 
dosyć jest przytoczyć że zrarnko piżma umieszczone w dość 
obszernym pokoju, zapełnia go mocnym bardzo zapachem, 
i jednak może tam zostawać przez lat kilka, bez zmniejszenia 
swojego ciężaru. 


Wobec tak wielkiej podzielności materyi można zrobić 
dwa przypuszczenia со do jej budowy : albo przyjąć że matęrya 
jest podzielną do nieskończoności, co wychodzi na to samo, 
jakby ja uważać za ciągła; albo też przypuścić, że dzieląc ma- 
teryę па coraz drobniejsze części dochodzi się w końcu do 
cząstki już miepodzielnej, do cząsteczki lub molekuły. W tem 
drugiem założeniu, należy sobie wyobrazić że malerya jest 
układem nieoznaczonej liczby punktów materyalnych, lub 
właściwie, nadzwyczajnie małych cząsteczek już niepodzie|- 
nych, umieszczonych jedne obok drugich w pewnych od siebie 
odległościach, mogących się przyciągać lub odpychać, albo 
nareszcie, zajmować stałe względem siebie położenia. 


Podobnie jak do ustalenia dwóch dopiero wymienionych 
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hypotez przyszlismy przez doświadczenie, doświadczenie ró- 
wnież powinno roztrzygnąć, która z nich ma większe prawdo- 
podobieństwo. Chemia zajmująca się poznaniem wewnętrznej 
natury ciał, stanowi jedyny materyał do naszych badań; па 
tém więc miejscu wypadałoby wyłożyć wszystkie jej zasadnicze 
prawa, i mniej więcej sposoby i doświadczenia które do nich 
doprowadziły. Nie mając jednak zamiaru opierać wykładu 
mechaniki cząsteczkowej na żadnych przypuszczeniach, kom- 
pletny wykład teoretycznej chemii byłby za zbyteczny ; po- 
przestaniemy zatem tylko na przypomnieniu i uogólnieniu 
definicyt równoważnika, odsyłając czytelnika po resztę do dzieła 
p. JAMIN'a, p. t. Cours de physique de Г École Politeclinique (Тот, 
str. 10, sur la constitution de la matière), i do dzieła p. J. NATAN- 
SONA, p. t. Wykład Chemii Organicznej, podług systemu unitarnego 
(Część I, Część ogólna). 

Pierwszą klasyfikacyą jaką zrobić można pomiędzy ciałami, 
na podstawie własności chemicznych, jest podział ich na 
pierwiastki i ciała złożone, rozumiejąc przez pierwiastki te ciała, 
których w obecnym stanie nauki rozłożyć nie umiemy, a przez 
ciała złożone wsżystkie pozostałe, składające się 2 więcej jak 
jednego pierwiastku. 


Każdemu ciału odpowiada pewna, jedyna liczba, zwana jego 
równoważnikiem i posiadająca następujące własności : 

1° Jeżeli A,B,C,D, ... oznaczają równoważniki pierwiast- 
ków, równoważnik R każdego ciała złożonego ma kształt 

R =mA + nB + pO +qD + ..., 
gdzie m,n,p,ą, ... są liczbami całkowitemi dodatnemi, nie 
dowolnemi, lecz mającemi pewne oznaczone wattości. Tak np. 
gdyby A.było równoważnikiem azotu, а В równoważnikiem 
tlenu, mielibyśmy tylko 
R=A-+B, lub R=A + В, lub ВА + 3В, 
lub R= А +4B, lab ВА --5В, 
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jeżeli R ma być równoważnikiem związku powstałego z połą- 
czenia się tlenu z azotem. 


2° Chociażby nawet ilości A,B,C,D, ... oznaczały równo- 
ważniki ciał złożonych, równoważnik ciała z połączenia się ich 
powstałego, ma także podobną formułę. 


3° Jeżeli Р jest ciężarem ciała z pierwiastków A,B,C,D, ... 
złożonego i mającego za równoważnik ilość R, to ażeby zna- 
leźć odpowiednie ciężary pierwiastków w skład jego wcho- 
dzących, należy ciężar P rozdzielić w stosunku liczb mA, nB, 
PG, 4D, ... 


4° Stosunki pomiędzy równoważnikami gazów i ciężarami 
ich właściwemi zachodzące, są liczbami stałemi, rozumiejąc 
pod nazwą gazów nietylko gazy (rwałe, ale i pary ciał lotnych 
w temperaturach, w których stosują się do prawa MARIOTTA. 


5° Ioczyny z równoważników pierwiastków przez współ- 
czynniki wyrażające ciepło właściwe w stanie ich stałym, są 
liczbami stałemi, z wyjątkiem : węgła, boru i krzemu, dla któ- 
rych prawo to nie stosuje się. 


Wymienione teraz własności równoważników dowodzą zda- 
je się dostatecznie, że jeżeli nie one same, to przynajmniej 
stosunki pomiędzy niemi zachodzące, nie są liczbami dowolne- 
mi, ale przeciwnie, są ilościami ściślei dokładnie oznaczonemi ; 
zkąd wypada najważniejsze dla nas prawo, że pierwiastki tworząc 
zwiazek chemiczny, łaczą sie z soba w stosunkach oznaczonych. 


Mając na myśli to zasadnicze prawo chemii, łatwo jest 
wyobrazić sobie, że przez dzielenie materyi na coraz drobniej- 
sze części, powinniśmy w końcu dojść do takiej, która się 
tylko może rozdzielić na części do mA, nB, pO, 4D, ... pro- 
porcyonalne, a więc, która się już rozłoży chemicznie. Tu jest 
właśnie granica podziału fizycznego i zarazem dowód, że mate- 
rvi wogóle dzielić bez końca nie można, bez naruszenia jej 


http://rcin.org.pl 


8 CZĘŚĆ RÓŻNICZKOWA 

chemicznego składu, ale przeciwnie, że dzieląc ją na coraz 
drobniejsze części, otrzymamy w końcu najmniejszą jej cząstkę, 
fizycznie już nie podzielną, która się nazywa cząsteczka. 


W ten sposób usprawiedliwiony byt cząsteczki (molekuły) z je- 
dnej strony, a ze strony drugiej, znana własność rozszerzania 
się ciał w skutek ciepła, a nawet, możność przehodzenia ich ze 
stanu stałego w ciekły а w końcu w lotny lub nawzajem, bez 
naruszenia składu chemicznego, przemawiają za większem 
prawdopodobieństwem hypotezy drugiej, podług której, ciata 
składoja się z cząsteczek niepodzielnych fizycznie (molekuł), 
umieszczonych jedne obok drugich w pewnych od siebie odległoś- 
ciach, i mogacych się przyciagać lub odpychać, albo też zajmo- 
wać stałe względem siebie położenia. 


Na tej zasadzie, poznanie praw odkształcania się ciała, spro- 
wadziłoby się widocznie do poznania praw ruchu względnego 
cząsteczek go składających, lub ostatecznie, do rozwiązania 
głównego zadania mechaniki analitycznej, w przypadku gdy 
ciała składające układ mechaniczny, posiadają wymiary nad- 
zwyczajnie małe w stosunku do ich wzajemnych odległości. 
Nieznajomość praw podług których molekuły działają na siebie, 
robi zadanie w ogólności nieoznaczonem; dla rozwiązania więc 
go w pewnych szczególnych przypadkach, potrzebaby się 
znowuż uciekać do innych przypuszczeń, mających także 
większe lub mniejsze prawdopodobieństwo. 


Widzimy zatem że mechanika cząsteczkowa na takich zasa- 
dach oparta nie mogłaby być nauką ścisła dopóty, dopókiby 
one same nie nabyły wartości pewników ; gdy zaś obecnie 
wypadku tego przewidzieć nie umiemy, należy mechanikę 
cząsteczkową oprzeć na innej zasadzie i to takiej, ażeby prawa 
z niej otrzymane zostały prawdziwemi w każdym razie, czyby 
przypuszczenie, któreśmy o budowie materyi przyjęli, było 
prawdziwóm czy nieprawdziwóćm. Istota tej nowej zasady 
zawiera się w ustępie następującym. 
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4. Inna zasada. — Niech będa trzy funkcye (u, v, w), 
czterech zmiennych niezależnych (о, у, z, t), zadosyć czyniące 
dwóm następującym warunkom: 

a) że są jednogatunkowemi wraz z ilościami £, у, z, t. j. że 
trzy ilości (2,2,2) i odpowiadające im wartości funkcyj u, е, w, 
mierzą się tą samą jednostką, 

b) że są skończone i ciągłe w pewnym przedziale wartości 
zmiennej £, i na wszystkie wartości zmiennych 2, у, z, które 
są współrzędnemi prostokatnemi pewnej ograniczonej i ciagłej 
przestrzeni. e 


Zważywszy na te dwa warunki, oczywistem jest że ilości 
X=r+uy Y= tu Stw 


wyobrażają także współrzędne prostokątne również ograni- 
czonej i ciągłej przestrzeni, różnej jednak od przestrzeni po- 
przedzającej z położenia i kształtu. e: 


Zauważyć należy, że objętosć tej nowej przestrzeni różną 
jest wogóle od objętości przestrzeni poprzedzającej, t. j. że 
może być od niej większą lub nawet mniejszą. 

Ażeby można było własność tę łatwiej zrozumieć, weźmy 
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przypadek szczególny, w którym trzy funkcye (u, v, w), spro- 
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wadzają się do jednej [u= f, (ж, б] dwóch zmiennych nie- 
zależnych (2, £). W takiem założeniu mamy tylko 2==2 +4-u, a 
przestrzeń dana jest odcinkiem prostej AB, której kierunek 
schodzi się z kierunkiem osi z. 


Na płaszczyznie dwóch osi ozżou do siebie prostopodłych 
nakreślmy krzywę mającą za równanie u= f (x, t) i zacho- 
wajmy tę jej część amb która przypada w granicach ciągłości 
funkcyi u, od z = oA do-c=0B. Równanie 2 == 2 + м. uwa- 
żane tylko w pomienionym przedziale, wyobraża odcinek AB 
na osi z leżący, którego każdy punkt M otrzymuje się przeci- 
nając tęż 05 okręgiem koła, mającym za promień rzędną Ma 
krzywej amb, a za Środek spodek jej M. 


Jeżeli nakreślona krzywa amb wyobraża nadto że funkcya 
u w granicach swojej ciągłości rośnie lub tylko maleje, со za- 
kładamy, howy odcinek АВ”, jak łatwo na figurze widzieć mo- 
żna, może być dłuższym lub krótszym od odcinka danego AB, 
co już jest dostatecznem ażeby wnieść wogóle, że objętość 
przestrzeni zamykającej współrzędne (X, Y, Z) może być więk- 
szą lub mniejszą od objętości przestrzeni zamykającej współ- 
rzędne (2, у, 2). ; 


Nie koniec na tem ; ponieważ funkcye (u, v, w) zależą jeszcze 
od zmiennej £ której można nadać znaczenie czasu, uważane 
ilości (X, Y, Z) oznaczają nadto współrzędne punktu ruchome- 
go, któryby w niemożności poruszania się zajmował położenie 
punktu (2, у, z), albowiem zakładając (u—=0,v=0, w=o), ilości 
(X,Y,Z) przechodzą па (z, у, 2). Funkcye więc (u,v, w) wyobra- 
żaja ruch i odkształcanie się tej ograniczonej i ciągłej przestrzeni 
w której same sa skończone i ciągłe, i wogóle z towarzyszeniem 
zmniejszania się jej, lub powiększania bez naruszenia ciągłości. 


Rozdzielmy teraz założoną przestrzeń na nieskończenie 
małe prostościenne elementy, przez poprowadzenie dosta- 
tecznej liczby płaszczyzn równoległych do płaszczyzn współ- 
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rzędnych, i zauważmy że przestrzeń ta po odkształceniu się 
nie przestaje być ciągłą. Ponieważ oprócz tego liczba jej 
elementów zostaje także tą samą, dzieje się to w ten sposób 
że odkształcanie się ograniczonej i ciągłej przestrzeni, określone 
przez funkye (u, о, и) skończone i ciagłe w jej granicach, jest wy- 
nikiem samych tylko odkształcań się elementów, na które podzieloną 
została. 


Podobna zasada, do zawierającej się w dwóch dopiero 
eo dowiedzionych twierdzeniach, jest podstawą rachunku 
przemienności (Calcule de variations), zobaczymy zaś w ciągu 
dalszym z jaką korzyścią użyje się w rozwiązaniu głównego 
zadania mechaniki cząsteczkowej. 
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{ LEKCYA П 


` 


Odkształcenia nieskończenie małego elementu. — Definicya głównego zadania mechaniki 
cząsteczkowej. — Zasady jego rozwiązania. — Definicya pracy mechanicznej i jej przy- 
rostu, — Przekształcenie przyrostu pracy mechanicznej całej przestrzeni. — Równania 
ruchu, 


5. Odkształcenia nieskończenie małego elementu. — 
Zanim przystąpimy do sformułowania i rozwiązania głównego 
zadania mechaniki cząsteczkowej, wypada pierwej zapoznać 
się z temi ilościami które przedstawiają odkształcenia 
jednostki nieskończenie małego elementu przestrzeni. Ilości 
te znajdziemy za pomocą następującego rozumowania. 


Jeżeli punkt M w skutek odkształcania się pewnej ciągłej 
przestrzeni zajmuje inne położenie M , współrzędne jego pier- 
wolne (x,y,z) zamienią na (c+u, у +0, 2-4-0), rozumiejąc 
przez ilości (и, о, w) [1, 4] funkcye zamiennych (z, у, z, £) jedno- 
gatunkowe wraz z ilościami (2, у, z), skończone i ciągłe w pe- 
wnym przedziale wartości zmiennej £ wyobrażającej czas, i na 
wszystkie wartości współrzędnych (2, y, z) całej przestrzeni do 
której punkt M należy. Dla tych powodów współrzędne punktu 
M, (£x + dx, у, z) zamienią się па 


du dv dw 
, ў Э z 7 de 3 
M, (x + de + u + q de, у +v + 7, dz, +u жеш) 
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współrzędne punktu M, (2, ydy, z) zamieniają się na 


du dv ЕСО 
M;(c + u + dy W» y + dy + v + dy 3 + W + dy > 


i nareszcie, współrzędne punktu M, (2, y, 3+ dz) zamienią 
się na 


M' (£ + u+ dz, у + °+@@, z dz + w + E di), 


Rzutami więc na osie współrzędnych wzajemnych odległości 
każdych dwóch punktów Mi M, Mi M, M i M, sa ilości: 
j du dv dw Aż 
= Р с А —— іт a 
(! + Te) t Tdr, Fede, dla ММ, 


(1) z, (! + T) У ŚW у, Ча MM,, 


dy dy 
duż, Фо, аш\ д © 
Z dh, Ф, (1 + z) dla MM,; 


podczas gdy odpowiedniemi rzutami odłegłości ich pierwot- 
nych są ilości: 


du, 0, 0, dla MM, 
0, dy, 0. dla MM, 
0, 0, dz, dla MM, 


Ponieważ iłości dz,dy,dz są nieskończenie małe, trzy pro- 


stolinijne krawędzie (ММ, = 02, MM,=dy, MM, = dz), do siebie f A 
prostopadłe i wychodzące z punktu M, zostają po odkształceniu / РУз А» 
także prostolintjnemi, a dla tej przyczyny tłości (1) ва ich rzuta- | ać ў. > 
mi po odksztatceniu się. Te same ilości (А) ха także rzutami wszyst- > Si 


kich krawędzi meskoùczenie małego prostościennego elementu 3 Ф 


Oo 
AS 
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dzdydz po jego odkształcentu się. Ażeby się о tem przekonać 
uważmy np. krawędź jego dz, której dwa końce mają za odpo- 
wiednie współrzędne 


(z, y, z+dzy i (x =+ dr, y, z+ dz) 
przed odkształceniem się, a zatem 


du 


(++ 


dv , - sę... 3 
dz, Y+U+ 7%, + dz + m + =) 


(z+dr+u+ de> © de, ук» tiede + Pd, 


а d. dz 


\ dw dw 
3 + ds + w + ge de + godz ) 


po odkształceniu się. Biorąc różnice pomiędzy odpowiadające- 
mi sobie nowemi współrzędnemi znajdujemy па rzuty pomic- 
nionej krawędzi ilości, 


takie same jakieśmy wyżej pod (1) otrzymali, co już jest wy- 
starczającem ażeby twierdzenie nasze za dowiedzione uważać 
można było. Zważywszy nadto że element dedydz jest nie- 
skończenie małym, ściany jego nie przestają być płaskiemi 
i po odkształceniu się, zkąd oczywiście wynika, że element 
prostościenny zamieni się po odkształceniu na równoległo- 
ścienny. Widocznem jest przeto, że znając trzy współczynniki 
(«,8, ү) rozszerzalności trzech krawędzi (dx, dy, dz) i trzy katy 
(9,2, Y) © jakie się one pochylą ku sobie, znamy tem samem 
odkształcenia całego elementu. Ilości te otrzymują się z ró- 
wnań 
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) 
U у) = (3) ET (z) + (1 +5) , 
du du dv\ dv | dw 
* jeos(7— — = ‚1. шы 


йи duj , dv dv dwydw 
(+2) кт; Т\! Кш); 


cos( 7 “4 d 
2 )= (+) (A + a) U 


(i z) z fe dw dw 


WAN d: йс! dz dy dr dy , 
со —#)= 90+ 0 


w których 
(adr, (A+ pdy, (1+ v)dz 


są długościami krawędzi dx, dy, dz po odkształceniu się, a 
т т т 
5 =M 57% 3 3x) 
wyobrażają kąty pomiędzy niemi zawarte. 


Objętość odkszałconego elementu dzrdydz znajduje się za 


pomocą znanego wzoru 
V=(! +a) (1 =+ b) (+y) { 


I —sia%ę — sin* — sint + 2sinę siny siny (20402; 


oznaczając zalem przez 6 rozszerzenie jego jednostki, mamy 
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oczywiście 
(3) 6=(I +2) (I +B)( 7) 
ХМ = sin% — stn*y — sin*y + 2sinę siną siny — 1. 


UWAGA. — W przypadku kiedy pochodne, funkcyi u,v, w, 7 
względem г, у, 2, są nieskończenie małemi, w równaniach (2) ?) 
ilości nieskończenie małe drugiego rzędu należy opuścić, > 
w skutek czego równania te zamienią się na następujące : 


ME... pei w 

dar bia "PAGE" 
dv dw dw du du Ят 
hezz og Ж N 


współczynnik zaś rozszerzalności 0 przyjmie postać 
du dv dw 

£ e ее ams 

6) х du * dy +E 


OO i 


Dziewięć pochodnych 


du du du 
ал ? dy ? dz j 
dv dv dv 
Te’ dy "z 
dw dw dw 
du” dy” dz” 


Фи v. w) 
_—— ; od 
kk. А A d(x, у, z) 
chwili хаќ, kiedy będzie mowa о samych tylko sześciu ilościach 


oznaczać będziemy dla skrócenia przez jeden symbol 


du dv dw dv TA dw dw du du du 
йт dy” dz” dz Ф dz * dz” dy +22 


pomieniony symbol również przypominać je będzie. 


http://rcin.org.pl 


LEKCYA DRUGA 17 

6. Definicya głównego zadania Mechaniki Cząstecz- 
kowej. — Zapoznawszy się z ilościami dającemi odkształcenia 
jednostki nieskończenie małego elementu ciągłej przestrzeni, 
przystępujemy do sformułowania a następnie do rozwiązania 
głównego zadania mechaniki cząsteczkowej. Przedmiot ten 
rozpocznie się od pewnych, niezbędnych definicyj. 


Wiadomo że pojęcie pracy mechanicznej jest nierozdzielne 
od pojęcia oporu. Jeżeli siła zmusza punkt materyalny do po- 
ruszania się, praca jej mechaniczna usiłuje pokonać opór, 
który tenże punkt przeciwstawia zmianom jego ruchu; opór 
ten nazywa się szły bezwładności. W ruchu prostolinijnym siła 
bezwładności jest proporeyonalną do przyspieszenia; oznacza- 
jac przez В jej wielkość a przez p przyspieszenie, mamy 


В = Мр. 
Podług tej formuły, massa M punktu materyalnego jest współ- 
czynnik siły bezwładności. 
W ciele jednorodnem тазза 'jest proporcyonalną do obję- 
tości ; stosunek massy do objętości = jest gostościa ciała jednoro- 


dnego . 

Wymienione teraz definicye massy i gęstości nie mają nic 
wspólnego z budową materyi : massa i gęstość за lo pewne 
liczby otrzymane z rozumowania i doświadczenia. | 


Jeżeli AV oznacza najmniejszą możliwą objętość ciała a AM 
massę jego, tej objętości odpowiadającą, stosunek massy do 
> avet RUAM тИ" Е A ; 
objętości zę wyobrażający średnią gęstość massy AM, będzie- 
my nazywali gęstością ciała w punkcie (2, у, z), przypadającym 
w środku ciężkości massy AM. Oznaczając ten stosunek przez 


o, nazwiemy punktem należacym do ciała, lub krócej. punktem 
ciała, massę gdzdydz. 
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Massa (AM==pAV) zawarta w najmniejszej możliwej obję- 
tości ciała nazywa się cząsteczka ciała lub molekułą, i różni się 
od punktu ciała (gdzdydz) samą tylko objętością : objętosć 
cząsteczki jest skończoną, objętość punktu jest nieskończenie 
małą. 

Z przyczyny nadzwyczajnej małości cząsteczek, prawa od- 
kształcania się ciała zależą tylko od względnego ruchu środków 
ciężkości molekuł go składających, a ztąd główne zadanie me- 
chaniki cząsteczkowej sprowadza się do oznaczenia tego ruchu. 

Nazwijmy przez (£m, ум, Zm) współrzędne tego punktu 
w którymby przypadał środek ciężkości cząsteczki w razie nie- 
poruszania się jej, a przez (zp +, Ym + Um, 5а + Wm) Współ- 
rzędne tegoż środka ciężkości w czasie odkształcania się. Ilości 
(Um, Vm, Wm) Sa funkcyami czasu £ skończonemi i ciągłemi 
w tych jego granicach w których ciało odkształca się sposo- 
bem ciągłym, i posiadają różne wartości w różnych punktach 
ciała, albowiem każda jego cząsteczka porusza się w ogólności 
inaczej. Założmy następnie trzy jednogatuntowe funkcye 


u=/,(%,y, z, t), v=f,(z,y, 2, 0), w=f;(z,Y, Z, 6) 


jeszcze nieoznaczone, lecz skończone i ciągłe na wszystkie 
wartości zmiennej #, na które funkcye (Um, Um, Wm) posiadają 
te same własności, i na wszystkie wartości zmiennych (2, 4, z) 
zawarte w przestrzeni ograniczonej powierzchnią ciała. Mając 
te dane można sformułować następujące zadanie: 

Znaleźć trzy funkcye (u, v, w) czterech zmiennych (x,y,z, 0) 
skończone i ciągłe względem zmiennych (ж, y, z) w całej przestrzeni 
ograniczonej powierzchnia ciała, a względem zmiennej t w tych sa- 
mych granicach w których są skończone t ciągłe funkcye (Un, Vu» 
Wm), i takie, ażeby w punktach (2m, ут 5) do ciała należących 
posiadały przypadające tam wartości funkcyj (Um, Um, Wn). 

Oto jest główne zadanie mechaniki cząsteczkowej. Przystępu- 
jemy do jego rozwiązania. 
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7. Zasady jego rozwiązania. — Zastapmy naprzód 
cząsteczki pAV przez punkta gdedydz, i dobierzmy taką funk- 
суе p zmiennych 2, у, z skończoną i ciągłą w całej przestrzeni 
ograniczonej powierzchnią ciała, którejby wartości w punktach 
(£m, Ym, Zm) do niego należących były gęstościami tam przyna- 
leżnemi. W ten sposób każdy punkt (2, у, z) przestrzeni 
posiada massę pdedydz, podobnie jak każdy punkt ciała, 
w analizie więc dalszej nie potrzeba już będzie odróżniać 
punktów należących do ciała i punktów należących do 
przestrzeni. W skutek tego, wartości funkcyj (и, v, w) 
posiadają taki sam charakter, we wszystkich punktach pomie- 
nionej przestrzeni, jaki mają wartości ich (um, Um Wm) 
w punktach należących do ciała; a zatem, w miejsce szukania 
tych ostatnich, możemy szukać wartości (и, ", w) przypadają- 
cych w którymkolwiek punkcie przestrzeni, poddawszy go 
podobnym warunkom mechanicznym jakim punkty ciała 
podlegają. 


Weźmy w tym celu pod uwagę punkt М (2, у, z) o massie 
dm=pdadydz. 


Ponieważ ilości (£+ u, у +u, z + w) wyobrażają jego współ- 
rzędne w czasie £ a ilości z,y,z od t nie zależą, składowemi 
siły zachowanej są jak wiadomo 


dw 


та pzdedydz, 0га. 


Ażeby mieć równania dające funkcye и, о, е, należy zna- 
leźć wartości składowych siły pod wpływem której punkt M się 
porusza i takowe z odpowiedniemi składowemi siły zachowa- 
nej porównać. W przypadku gdyby on był wolnym, szukana 
siła sprowadziłaby się tylko do wypadkowej sił działających na 
Jego masse (tego np. rodzaju jak siła ciężkości); oznaczywszy 
zatem przez X,, Y,, Z, jej składowe dla jednostki massy, 
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różnice 
t АЕТ 7 жр. жуни КАЙЫ T Ө 
(6) е (х- п) dzdydz, ę p Te) dedydz,. Ф (z= T) drdydz 


przyrównane do zera dostarczyłyby szukanych równań. Lecz 
punkt o którym mowa nie jest zupełnie -wolnym, ale podlega 
pewnym warunkom geometrycznym, wynikającym z prawa 
według którego odkształca się przestrzeń do której należy; 
z tego więc powodu różnice (6) nie są zerami, lecz są równemi 
siłom z pomienionych warunków wynikającym. Siły te znaj- 
dziemy jak następuje. 


8. Definicya pracy mechanicznej i jej przyrostu. 
— Można sobie łatwo wyobrazić, że na odkształcanie się prze- 
strzeni powierzchnią ciała ograniczonej zużywa się pewna preca 
mechaniczna, zależna oczywiście od tych samych ilości od któ- 
rych zależą zmiany doznawane przez wymiary tej przestrzeni. 
Jeżeli przestrzeń odkształca się sposobem jednostajnym, po- 
mienione ilości odnoszą się do jednostek jej wymiarów, a fun- 
kcya od nich zależna może przedstawiać pracę mechaniczną 
jednostki przestrzeni. Podobne prawo stosuje się także do nic- 
skończenie małego elementu dzdydz. Oznaczywszy przez Р 
wartość pracy mechanicznej jednostki takiego elementu, 
mamy 


{ d(u, v, w) | 


m РР a(a,y, 3) |” 


albowiem ilości (х, ß, ү, 9, ж Ф) (2), wyobrażające od- 
d(u, v, w), 
odpowiadająca całemu elementowi jest równą Pdzdydz, a 


całka А h; F Pdxdydz wzięta w całej przestrzeni jest pracą 


zużytą na jej odkształcanie się. 


kształcenia jego jednostki, zależą od praca więc 
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Założenie najogólniejszego sposobu odkształcania się prze- 
strzeni pociąga za sobą wszelki możliwy sposób poruszania się 
względnego punktów do ciała należących, którym, z lego po- 
wodu, przypisać można ruch taki sam, jaki posiadają środki 
ciężkości molekuł. Przez zastąpienie więc cząsteczek punk- 
tami ciała nie ogranicza się bynajmniej prawa, według którego 
środki ich ciężkości zmieniają względne swoje położenia. 


Praca mechaniczna P jako funkcya zmiennych z, у, z, £ jest 
skończoną i ciągłą na wszystkie wartości zmiennych 2, 0, z 
w całej przestrzeni ograniczonej powierzchnią ciała i na wszy- 
stkie wartości czasu £ zawarte w tym przedziale, w którym 
ciało odkształca się sposobem ciągłym. Nadając przeto zmien- 
nej £ przyrost nieskończenie mały 8t, praca mechaniczna P 
nabywa przyrostu także nieskończenie małego 8P, który po- 
mienione wyżej własności pracy P zachowuje. 


Z definicyi funkcyi Р (7) wynika bezpośrednio, że przyrost 
jej èP można przedstawić pod postacią 


„aid „ dv „dw | 

| Т8 у + To? zz Т0 gz 

Р И da”, AGD ~ „dw 
(8) р =; + ы га т 
‚ „du Оо т ри 

| + Ty Sz © Taa Т W 


rozumiejąc przez współczynnik Т, pochodnę cząstkową pra- 
су Р względem tej ilości, przez której przyrost w różniczce 
òP jest pomnożonym. 

9. Przekształcenie przyrostu pracy mechanicznej 
całej przestrzeni. — Potrójna całka 


(9) f | f? ddys, 


D 
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w granicach całej przestrzeni powierzchnia ciała ograniczo- 
nej, przedstawia przyrost pracy mechanicznej w skutek od- 
kształcania się zużytej. Саісе tej można nadać inną postać za 
pomocą całkowania przez części, zastąpiwszy przedtem 8P 
przez drugą stronę równania (8). 


Jakoż, wykonywające to działanie i oddzielając różne wyrazy 
od całek potrójnych, każdy wyraz, np. 


` а 
Гашт, > T 


można zastąpić przez 


f h dydz(T”,,, ĉu" Т, ёи) — [ $ J dzdydz “тым, 


gdzie T, „du i Т",,„ди" są wartościami funkcyi T, „du w tych 
punktach powierzchni о ograniczającej ciało, w których ją 
prosta równoległa do osi 2 spotyka. 

Jeżeli (dw) i (do)” są elementami powierzchni о w tych 
samych punktach przypadającemi, a m i m dostawami katów 
które normalne zewnętrzne de niej w nich poprowadzone 
tworzą z osią z, mamy oczywiście 


dy dz = т (dW)! = — m (dw), 


i całka podwójna 


J Jem ёи" — T4,8u'), 


zamienia się na pojedyńczą 


JE тт, ди, 
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rozciągnioną na całą powierzchnię ciała. W ten sposób mamy 


„du 
J ү f dedydz 29 
= Гатти f | от Ge ZW. 


Oznaczając przez nip dostawy katów które normalna ze- 
wnętrzna do powierzchni w tworzy z osiami yi z, i stosując 
podobne przerobienie do wszystkich wyrazów w całce (9) za- 
chodzących, znajdziemy bardzo łatwo 


8 yi Т 3P dzdydz 


+ (mT,, -+ nT,, + pT,,) ёи 


+ [Га SIĘ (an Ty, + "Т єр.) др 
+ 1 M; +n Гаа == PTa) ów 
\ 


Pierwsza strona tego równania przedstawia jak wiadomo 
przyrost pracy mechanicznej wykonanej w skutek odkształce- 
nia się całej przestrzeni; druga więc jego strona, składająca się 
z całki potrójnej rozciągnionej па całą przestrzeń i całki poje- 
dyńczej rozciągnionej na powierzchnią œ ją ograniczająca, po- 
siada także takie same znaczenie. 
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10. Równania ruchu. — Ponieważ ilości du,óv,ów są 
rzutami położenia przygotowanego punktu M, współczynniki 
ich odpowiednie pod całką potrójną są składowemi siły na 
tenże punkt działającej i wynikłej oczywiście z prawa według 
którego przestrzeń się odkształca. Współczynniki te przeto 
powinny być równemi odpowiednim różnicom (6), zkad znaj- 
dujemy, po opuszczeniu wspólnego czynnika dzdydz, 


! ШҮ l VAR ат, 1 du 
FOT TROY Ton wit Ж 
OW, a dT dv 
—_18 4 992 32 — 
sę |de dy Ыб > A= Pat" 
ат, dT.» , Tys _ dw 
dz 5 dy Я” dz =н аё’ 


równania, dające Ѓапксуе u, о, w w którymkolwiek punkcie 
założonej przestrzeni. 


Współczynniki mnożące ilości ди, 20, ów pod całką pojedyń- 
czą są składowemi sił działających na nieskończenie małe 
elementa powierzchni w, за więc to składowe ciśnień wy- 
wieranych na tęż powierzchnię, wskutek odkształcania się 
przestrzeni nią ograniczonej. Oznaczając je przez dwX, dwY, 
dwZ, mamy 


тт, Е nT,,, as рТ, =X , 


(12) mT a + nT, +рТ =Y; 


13% 


mhar 2 M; PT, FZ. 
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Definicya cisnienia na element płaski. — Uproszczenie równań ruchu, — Warunki na 
powierzchni. — Przypadek równowagi. — Ogólne uwagi. — Inny pogląd na główne 


ządąnie mechaniki cząsteczkowej. 


11. Definicya ciśnienia na element płaski. — Cał- 
kowanie przyrostu 2Pdzdydz, któreśmy wykonali [П, 9] 
w całej przestrzeni ograniczonej powierzchnią ciała, można 
rozciągnąć tylko do pewnej jej części, bez naruszenia znale- 
zionych wypadków (11) i (12) [II, 10]. Ztąd funkcye (X, Y, Z) 
dane przez pierwsze strony równań (12) [20], w którymkolwiek 
punkcie przestrzeni, oznaczają także składowe ciśnienia wy- 
wieranego na jednostkę płaskiego elementu, którego normalna 
tworzy z osiami współrzędnych katy mające za dostawy iiości 
m,n, p. Zakładając po kolei ; 

m=l, n=0, p=0; m=0, n=l, p=0; m=0, n=0, рі ; 

znajdujemy, że ilości pierwszego wiersza, 

Т, Т,» Тт,» › 

Ты, T Ты; 

Т,» Ты, Ты; 
są składowemi ciśnienia na jednostkę elementu płaskiego dydz ; 
ilości dwóch pozostałych wierszy są podobnemi składowemi 
odpowiednich ciśnień na jednostki elemetów płaskich dzdz 
і dedy. 


2:2) 


12. Uproszczenie równań ruchu. — Sposób otrzyma- 
nia równań (11) i (12) [10] polegał głównie, na definicyi 
pracy mechanicznej Р, jako funkcyi (7) [П, 8] dziewięciu 
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"> 


pochodnych 20% ш) . Nie znając natury tej funkcyi zrobi- 


d(x, у, z) 
liśmy o niej założenie jak najogólniejsze, przez co otrzymane 
wypadki (14) i (12) [10], mogą być jeszcze uproszćzonemi 
d(u, v, w) 


jeżeli fankcya Р zależy od ilości ———— w pewien szcze- 
В d(x, у, 2) . 


gólny sposób. Ażeby się o tem przekonać należy i wystarczy 
sprawdzić równania (11) i (12) [10], wychodząc z -innego 
punktu widzenia. | 
Szukajmy w tym celu momentów siły działającej na jednost- 
kę objętości elementu dzdydz, Składowemi jej są oczywiście 
pierwsze strony równań (11) [10]. 
Ażeby mieć moment względem osi w, potrzeba od drugiego 
z równań (11) [10] pomnożonego przez z odjąć trzecie pomno- 
żone przez y. To prowadzi do wypadku 
d(zT,„—YyT,) , d(2T,,) ат, ат, R A(YTy,s) 
JC. ыны. ABA: э, GRE 
k z dv dw 
+ pZY, — yŻ,) = ję > „BE YTE) 
lub do pierwszego z równań 
| dT, —YT) _ ET — YT.) 17, YT) 
dr sra dy W dz 
| R dw 
+ pls, — 92) + (0 — T =e (2 zs — qe) 


d(zT;, — 2Т,,) K аат, Т, 1) 3. d(zT;,, — 2Т,,) 


a) dy dz 
„bw _ „du 
+p (rZ, — 2Х,) + Ua = Da) == de 5 Te) 2 
а(уТ,, з к, 21,5) | їл, — tla) ы аут, д Ту) 
dz 


7 du d 
вух, — 200 + (0, — d= — 075) > 
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z których dwa drugie otrzymują się powtarzając podobne 
działania z pozostałemi parami równań (12) [10]. | 


Pamiętając o znaczeniu mechanicznóm dziewięciu funkcyj 
Т, dostrzega się bardzo łatwo że ilości pierwszego wiersza 


Mia =T m 07,3, М, = ZD — 27, МУТ, 27, 
М, =T, — YT;,;, M, = £T,,; — 21, M; "7T,, — TTo 
Ms, = Ту, — УТ M; F2T,,; — Tao М„,==уТ,, — «Т, 


зи składowemi momentu ciśnienia na jednostkę elementu 
płaskiego dydz; podczas gdy ilości pozostałych dwóch wierszy 
są podobnemi składowemi momentów ciśnień odpowiednich 
elementom dzdz i dzdy. Założmy także 


P,=zY,—yZ, (= czy —zX, R, =yX, — 1Y.. 


Wiadome wspólne własności siłom i momentom przepisują 
oczywiście te same reguły na otrzymanie momentów, jedno- 
stki objętości elementu dzdydz, z momentów М, зі P,, Q,, Ro 
podług których otrzymują się siły, na tęż jednostkę działające, 
z ciśnień Ta i składowych X, Y,, Z,; to jest, ażeby znaleźć 
pomienione momenta potrzeba i wystarczy zastąpić w pier- 
wszych stronach równań (11) [10], ciśnienia Т, з przez mo- 
menta М, в, i składowe ХҮ, Z, przez momenta P,, Q, Ro. 
To daje bacząc na równania (1) trzy równości 


(2) TER Aaa MET: 
pociągające za sdb bardzo ważne następstwa. 
Zakładając 
REM. Ja BN, TEM 
TREFR=T NET, =T MN ZP EZH 
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przyrost ôP (8) [8] przyjmuje postać 


| du dv | dw\ | 
N, — pos 
„0 Pe + Т, (7 + T) | 
Ы | dv dw du | 
(3) ӨР =: + q + Т? (2+ 2) ` 
dw zif 4 
| = 3292 +73 (z T) 


co dowodzi, że praca mechaniczna P jednostki elementu 
dxdydz zależy tylko od sześciu ilości 


du dv dw dv dw dw du du dv 


re ж dy” 450000 (dy de 


га ат, а. йч. 

ү rana 

dT, dN, dT dv 

(4) 22 W + PY =e 
49, AR, dN, dw 


|du * dy а z + PZ, ыг 
ciśnienia zaś (12) [10] na powierzchni 


mN, + nT, + pl, =X, 
(5) mT, + nN, + рТ, =Y, 
mT, + nT, + р№, =Z 


dają następujące twierdzenie : jeżeli w tym samym punkcie prze- 
strzeni ilości Сі C' sa cisnieniami wywieranemi na jednostki dwóch 
elementów płaskich w i w, mających za odpowiednie normalne 
L i L, rzut ciśnienia С na L jest równy rzutowi ciśnienia С 
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na L. Łatwo się przekonać że trzy równości (2) są szczegól- 
nym przypadkiem pomienionego twierdzenia. 


13. Warunki па powierzchni. — Całki (u, v, w) spra- 
wdzające równania (4) powinny jeszcze zadość uczynić 
pewnym warunkom na powierzchni w. Warankami temi 
sa, podłag okoliczności, albo nieruchomość jej punktów, 
to jest, wartości funkeyj (u,v, w) w nich przypadające są 
zerami ; albo też, jeżeli powierzchnia jest wolną, pewne 
związki pomiędzy składowemi (5) zachodzące. W pierwszym 
razie formuły (5) dają ciśnienia w punktach nieruchomych, 
siły więc im równe i znaków przeciwnych, tam przyczepione, 
sprowadzą założony warunek. Jeżeli naprzykład, w przypadku 
drugim, powierzchnia о doznaje z zewnątrz ciśnień normal- 
nych, ciśnienie (š) powinno być także normalnem ale w ogóle 
nieoznaczonem. Wartość jego przedstawia formuła 


mN, + nN, + р°К, + ZnpT, + 2pmT, + Әт, 
warunek zaś że jest normalnem wyraża się 
um №, + nu N, + pp N, + (np + прут, 
+ (Pm + рту, + (тп + mn)T; =0, 


gdzie ilości (m, n, p), będące dostawami kątów które styczna 
w danym punkcie do powierzchni w tworzy z osiami współ- 
rzędnych, sprawdzają równanie 


тт + пп + рр = 0, 


albowiem (т, п, p) są dostawami katów które normalna 
do powierzchni tworzy z temiż osiami. 


14. Przypadek równowagi. —W przypadku gdy funkcye 
u,b,w od zmiennej / nie zależą, w całej przestrzeni ogra- 
niczonej powierzchnią w panuje równowaga, i drugie strony 
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równań (4) są równemi zeru, 


ПМ, Ty GR, 
Я. dy * "I PX, =0, 
А : GP, амат, AB 
(6) Gab" ЧА ое 03 
ud... GR... ОЬ a>, 
dr + ЯЕ ALE pz, = . 


\ 

Ponieważ pierwsze strony równań (5) są składowemi ci- 
śnień na powierzchni w, powstałych w skutek odkształcenia 
się przestrzeni, należy je dla sprowadzenia równowagi zni- 
szezyć, przez przyłożenie sił im równych i działających w kie- 
runkach przeciwnych. Z tego powodu, drugie strony równań 
(5) są składowemi sił zewnętrznych działających na powierz- 
chnię w i równoważących pomienione ciśnienia, a całki 
sprawdzające równania (6), sprawdzać także powinny, na 
powierzchni w, równania (5) w których ilości X, Y, Z są 
danemi. 


15. Ogólne uwagi. — Przeglądając to wszystko cośmy 
dotąd zrobili, dostrzega się bardzo łatwo że każde zadanie 
mechaniki cząsteczkowej sprowadza się zawsze do zeałkowania 
równań (4) lub (6), w których sześć funkcyi (N; T;) (3) sa po- 
chodnemi cząstkowemi jednej funkcyi Р (7) [8] sześciu ilości 
й(ууо,ш)у" a gęstość р jest daną funkcyą zamiennych (2, у, 2). 
d(z, y, z) i 
Obie funkcye Р i р, jedna jako zależna od sześciu ilości 
AIMAR druga jako funkcya zmiennych (2, у, 2), pozostają 
d(z, yz) £ $ : 
dotąd nieoznaczonemi, а z tego powodu równań (4) lub (6) 
całkować jeszcze nie można. Każde przeto zadanie mechaniki 
cząsteczkowej składa się z dwóch części: przedmiotem pier- 
wszej jest wyznaczenie funkcyj Р і ọ a tém samóm równań 
(4) lub (6), przedmiotem drugiej części jest całkowanie 
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tychże równań. Część pierwszą nazwiemy Czgścia Różniczkową, 
część drugą, Częścią Całkową. 


Funkcye Р i р zależą w ogóle od natury ciała, funkcya zaś Р 
zależeć jeszcze może, w pewnych szczególnych przypadkach, 
od nalury ruchu który chcemy badać. Z tąd równania (4), 
(3), (6) posiadają kształt różny w miarę okoliczności zależnych, 
bądź to od natury ciała, bądź to od natury ruchu, bądź 
nareszcie od jednego i drugiego razem. Dopokąd funkceye P i р 
są nieoznaczonemi, ostateczne wyniki zawierają się w równa- 
niach (3), (4), (5), (6) i stanowią rozwiązanie głównego zadania 
mechaniki cząsteczkowej. ; 


16. Inny poglad na główne zadanie Mechaniki 
Cząsteczkowej. — Przedmiot w poprzedzającej i niniejszej 
lekcyi wyłożony wymaga jeszcze pewnego zastanowienia się. 
Widzieliśmy tam, że główne podstawy mechaniki cząsteczko- 
wej zawierają się w definicyi punktu ciała [П, 6] i w definiczi 
pracy mechanicznej jednostki elementu dzdydz [II, 8]. W przy- 
puszczeniu że ciało składa się z cząsteczek zostających względem 
siebie w pewnych odległościach i przyciągających się lub odpy- 
chających podług pewnego prawa, reguły odkształcania się ciała 
zawarte są tylko w prawach ruchu środków ciężkości tychże czą- 
steczek, zprzyczyny nadzwyczajuejich małości. Prawo przycią- 
gania się lub odpychania ominęliśmy za pomocą definicyi pracy 
mechanicznej jednostki elementu dzdydz. Definicya ta odpo- 
wiada najogólniejszemu sposobowi odkształcenia się całej prze- 
strzeni organiczonej powierzchnią ciała; zląd pierwsze strony 
równań (4) pomnożone przez AV, dają składowe siły działa- 
jacoj na środek ciężkości cząsteczki pAV, a całki ich (и, о, w), 
w punktach do ciała należących, odpowiadają najogólniejsze- 
mu ruchowi tychże środków ciężkości, czyli, najogólniejszemu 
prawu podług którego ciało się odkszlałca. Taki sposób zapa- 
trywania się na główne zadanie mechaniki cząsteczkowej daje 
oczywiście poznać, że żądanemi odpowiedziami sa tylko te 
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wartości funkcyj (и, v, w) które przypadają w punktach ciała, 
. 

i że całka f f [Pariya przedstawiająca pracę mechanicz- 

ną uważanej przestrzeni, nie przedstawia zarazem pracy która 

się zużywa na odkształcanie ciała. 

Lecz główne zadanie mechaniki cząsteczkowćj można jeszcze 
traktować z innego punktu widzenia. Przyjawszy za massę 
i gęstość definicye podane w ustępie [6], elementowi nieskoń- 
czenie małemu drdydz należy oczywiście przypisać gęstość 
stałą p w całej jego przestrzeni, lub со na jedno wychodzi, 
massę ędzdydz. Ponieważ objętość jego zamienia się po od- 
kształceniu na (1 +0) dzdydz, gdzie współczynnik rozszerza|- 
ności 0 dany jest przez drugą stronę równania (3) [II, 5], gę- 
stość р zamienia się na с i mamy 

ędedydz = 6 (1 + 0) dzdydz, 
z powodu stałości całej jego massy. Z tąd znajdujemy formułę 
т. 
тетет 
dającą gęstość р w danym punkcie i w danym czasie. 


Oznaczając przez M massę całej przestrzeni, a przez V jej 
objętość w czasie ź, jest również oczywiście 


Мк J } J pdzdydz = $ з, J e dzdydz, 


ү =f aj ў f "(A - 6) dzdydz, 


stosunek M daje średnią gęstość massy M, zmieniającą się 
a зохи ү aj а Бе: SSY M, ајаса sıç 
w ogóle z upływem czasu /. 


Ta ostatnia własność, charakteryzująca pod względem me- 
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chanieznym ciało niesztywne, prowadzi do tego wniosku że 
opierając się na definicyach massy i gęstości niezależnych od 
budowy ciała, można traktować prawa jego odkształcania się 
w przypuszczeniu ciągłości materyi, albowiem lo przypuszcze- 
nie nie wymaga warunku, ażeby średnia gęstość ciała była 
ilością stałą. Wypadek ten wreszcie nie jest wcale rażącym; 
pomienioną wyżej własność, średniej gęstości, wprowadziliśmy 
do nieskończenie małego elementu dzdydz, przez co i cała 
przestrzeń mugi jej podlegać, pomimo ciągłego sposobu nastę- 
powania po sobie tychże elementów. W takićm założeniu, 
gęstością ciała jest granica do której zamierza stosunek zy ` 
gdy AV nieograniczenie maleje, t. j. 


a 


‚__4М__ ам 


dV  dzdydz } 


jeżeli bierzemy za objętóść dV element dzdydz. Analiza po- 
przedzającej lekcyi stosuje się w zupełności do pomienionego 
założenia. Całki równań (4) lub (6) należą do ciała w każdym 


. 
punkcie uważanej przestrzeni, a сайа f f Гоага przed- 
stawia pracę mechaniczną zużyta na odkształcanie się ciała. 


Podobny sposób zapatrywania się przyjęty był dotąd w Xy- 
drostatycei Hydrodynamice — myśmy go rozciągnęli i do mecha- 
niki cząsteczkowej, spodziewając się przez to ujednostajnić tę 
naukę i wynaleźć wspólne prawa mechaniczne wszystkim 
ciałom w naturze. Nie wchodząc w przyczyny odkształcania 
się ciał naturalnych, ani też nie robiąc żadnych szczególnych 
przypuszczeń o budowie materyi, uważamy po prostu pewną 
ograniezoną przestrzeń zawierająca massę M o gęstości ę 
zmiennej od punktu do punktu, zmieniającą swój kształt i gę- 
slość z upływem czasu £, pod wpływem sił działających na jej 
powierzchnię, sił działających na jej massę і sił czyli ciśnień 
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wewnątrz nićj działających i wynikłych z warunków niezna- 
nych według których materya jest zbudowaną. Ponieważ na- 
tury odkształcania się tej massy niczóm nie ograniczamy, Wy- 
padki otrzymane z równań (5) lub (6) są, ze względu na prawa 
odkształcenia się, najogólniejszemi, rozumie się w granicach 
' odkształcania się sposobem ciągłym. 


Podobnie więc, jak w mechanice: analitycznej uważają się 
ciała utworzone z materyi ciągłej i sztywnej, t.j. nie mogącej 
zmieniać ani kształtu ani gęstości, w mechanice cząstecz- 
kowej ciało utworzone jest także z materyi ciągłej, posiada- 
jacej jednak możność zmieniania kształtu i gęstości. Tu jest 
właśnie wybitna cecha pomiędzy mechaniką analityczną i me- 
chaniką cząsteczkową, cecha, pokazująca jasno różnicę pomię- 
dzy niemi zachodzącą i dająca zarazem niezbity dowód prawa 
obywatelstwa tej ostatniej umiejętności pomiędzy innemi 
umiejętnościami. 


Dwojaki sposób otrzymania równań (3), (4), (5), (6) stawia 
rozwiązanie głównego zadania mechaniki cząsteczkowej ze- 
wnątrz wszelkich wątpliwości; znalezione wypadki, stosując 
się równie dobrze do przypuszczenia ciągłości materyi jak 
i jej nieciągłości, obejmują oczywiście wszystkie możliwe spo- 
soby budowy ciał nafuralnych, a z tego powodu są najogól- 
niejszemi i prawdziwemi na zawsze. W ciągu niniejszego wy- 
kładu przyjmiemy ciągłość materyi, ażeby nie oddalać się 
zbytecznie od mechaniki analitycznej, w miejscach jednak 
gdzie tego zajdzie potrzeba, nie omieszkamy usprawiedli- 
wić tych samych wypadków w przypuszczeniu nieciągłości 
materyi. 
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LEKCYA IV 


Warunki równowagi ciała niesztywnego. — Formuły pomocnicze. — Własności pracy 
mechanicznej jednostki elementu. 


17. Warunki równowagi ciała niesztywnego. — 
Do tego czasu zajmowaliśmy się tylko sformułowaniem i 
rozwiązaniem głównego zadania mechaniki cząsteczkowej. 
Opierając się na dwóch możliwych i najogólniejszych przypu- 
szezeniach o budowie materyi, otrzymaliśmy równania (3), 
(4), (5), (6) Ш, 12, 14], stanowiące ostateczne wyniki tego za- 
dania, wspólne wszystkim szczególnym przypadkom. Z pomię- 
dzy tych wyników, równania (5) [12], wyrażające warunki ru- 
chu lub równowagi na powierzchni ciała, określają także 
ciśnienie na jednostkę płaskiego elementu w danym punkcie, 
dowodząc, że wielkość jego i kierunek zależą od współrzędnych 
tego punktu i od dostaw kątów które normalna do elementu 
tworzy z osiami współrzędnych. Definicya ta podawana 
w traktatach o 7eoryż Sprężystości, o Hydrostatyce i Hydro- 
dynamice i t. d. a priori, jest tutaj naturalnym wynikiem. 
Porównywając równania (4) i (š) [12] dostrzega się od razu 
oczywistą różnicę pomiędzy ciśnieniem na punkt a ciśnieniem 
na element płaski w danym punkcie. Różnica ta, łatwa 
obecnie do pojęcia, stanowi jedną z największych trudności 
dla początkującego, gdy się ciśnienie na element płaski de- 
finiuje a priori. Te same równania (5) dają także twier- 
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dzenie o wzajemności ciśnień odpowiadajacych dwom ele- 
mentom płaskim w danym punkcie, twierdzenie którem za- 
kończyliśmy ustęp [12]. 


Podwójna rola równań (5) [12] pozwala się spodziewać 
w ogóle, że przez stosowne przerobienie wypadków (3), (4), 
(3), (6) [12, 14] można będzie otrzymać inne, nie nowe, ale 
nowego kształtu, który ułatwi a nawet doprowadzi do slor- 
mułowania pewnych zasad, streszczających w sposób łatwy i 
jasny wszystkie ogólne prawa, dotyczące odkształcania się 
ciał niesztywnych. Zasady te ułatwią także nieraz sformuło- 
wanie a nawet i rozwiązanie wielu zadań mechaniki cząstecz- 
kowej, podobnie jak zasady, sił żywych, najmniejszego działa- 
nia, zachowania środka ciężkości, zachowania pól i t. d., ułatwiają 
rozwiązanie wielu zadań mechaniki analitycznej. 

Przenieśmy drugie strony Ca „б т) równań 

| ру гар dt 
(4) [12] na strony ich pierwsze, i zastąpmy nawiasy 


И ы. ( 2р 1 dw 
(х, бе з A Vo ат Ta) (Z. т T) 


głoskami X,, Y,, Zo rozumiejąc przez nie składowe sił działa- 
jacych na massę, rachując w 10 1 siły bezwładności. W ten 
sposób równania (4) [12]przyjmą kształt równań (6) [14], 


IN W \ 
ч, у у у =o, 


dr dy dz 


(0 ЫШ dy dz 


i główne zadanie mechaniki cząsteczkowej sprowadzi się do 
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równań (1) w każdym punkie ciała, i do równań (š) [12 , 


| mN, + nT, + pT, — X =0, 


(2) | mT, + nN, + pl, — Y =0, 


| MT, + nT, рМ, — 


na jego powierzchni, t. j. do przypadku równowagi, zmyślonej 
w razie ruchu, prawdziwej w razie spoczynku, według zasady 
b'Alemberte'a. Cel jakiśmy sobie założyli, wymaga tego upro- 
szczenia, które, jak z resztą wiadomo, nie zmniejsza wcale 
ogólności. 

Sześć równań (4) i (2) wyrażają warunki równowagi w całej 
przestrzeni uważanego ciała. Proponujemy je zastąpić innemi, 
które doprowadzą do pewnego twierdzenia, charakteryzują- 
cego wybitnie ciało niesztywne względem ciała sztywnego. 


Pomnożmy pierwsze z równań (1) przez dzdydz i z całkuj- 
my go w całej przestrzeni о, 


JJ [a т. 4240: SSF ахауа= 
= | BE dadydz -ff Гелда = 0, 
Ą du apu М 


W pierwszej z całek (3) można wykonać całkowanie wzglę- 


dem z, co daje 


JJ Ja dedydz = | [o 1) 4уа=, 


rozumicjąc przez N,, N, wartości funkeyi N, przypadające 
w dwóch punktach powierzchni о, w których ją prosta równo- 
legła do osi x spotyka. Jeżeli (do) i (dw)” oznaczają elementa 
powierzchni o w tych punktach, a m і т" dostawy katów - 
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które normalne zewnętrzne, w nich do powierzchni w popro- 
wadzone, tworzą z osią ©, jest oczywiście 


dydz = m"(dw)" = — m(dw), 


i całka podwójna zamienia się na pojedyńczą, 


J J (№, N)dy dz = | mN, dw, 


rozciągnioną na całą powierzchnię о. Do podobnych wypad- 
ków dojdziemy także, całkując drugą z całek (3) względem y, 
trzecią względem z i wprowadzając dostawy (л, р) katów, 
które normalna zewnętrzna do powierzchni » tworzy z osiami 
у iz. W ten sposób równanie (3) staje się pierwszćm z równań 


f (MN, + nT, + Т) + | + f: X,dedyds=0, 
Y 

Jom + nN, + pT,) dw fij Је dzdydz =Q, 

Jem, + nT, + pN;) dw + [ [`[#аг%у&=о, 


z których dwa drugie otrzymują się wykonywając te same 
działania na dwóch ostatnich równaniach (t). Z przyczyny 
związków (2), nawiasy pod całkami pojedyńczemi są składo- 
wemi X,Y,Z, ciśnienia wywieranego na jednostkę elementu 
dw; zastępując je temi składowemi znajdujemy : 


J Xdo + f f f pX,dzdydz=0, 


(4) ROB f | [EY аара == 0, 


Г +f [Гела EW, 
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równania wyrażające, że sammy składowych sił działających 
na ciało w są same przez się zerami. 


Jeżeli teraz od drugiego z równań (1) pomnożonego przez z 
odejmiemy trzecie pomnożone przez у, 


ат, — УТ.) й«\, 7e yT,) z d(zT, —yN;) 
Д dz 


ar z dy "UR p(zY,—y2,) =0, 


i na lak otrzymanćm równaniu wykonamy to samo działanie, 
jakie wykonaliśmy na każdćm z trzech równań (1), znajdziemy 
oczywiście 
оцет ут) пам, — yT) + PET YNA] Go 
+ f f оет, аага, 
lub porządkując podług 21у 


[тсбат, + nN, рт) уот, + nT, + pN) do 


= Гес, 02) аас =0. 


To daje tożsamościowo, pamiętając па związki (2) i powta- 
rzając podobne działania z pozostałemi parami równań (4), 


I 
| fundos f f Гав, Z аво, 


(5) е2) ИИ) | 
р (X — zY) do + b | [ J УХ, — 1Y )dedydz=0, 


równania wyrażające, że summy momentów sił działających 
na ciało w są same przez się zerami. 
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Całkowanie któreśmy wykonywali w całej przestrzeni ciała, 
można wykonać również w pewnej jego części, bez naruszenia 
charakteru równań (4) i (5). Trzeba jednakowoż pamiętać, że 
w tym drugim przypadku składowe X,Y,Z, oznaczają ciśnie- 
nia na powierzchnię ograniczająca część uważaną, wynikające 
z prawa według którego ciało się odkształca, a nie ciśnienia 
dane na powierzchni ciała, jak to ma miejsce w tym razie, 
kiedy całkowanie rozciąga się do całej jego przestrzeni. Ztąd 
mamy następujące twierdzenie : ażeby w całej przestrzeni w 
ciała niesztywnego istniała równowaga, siły działające na masse 
każdej jego części powinny się równoważyć z ciśnieniami wywiera- 
nemi na jej powierzchnią, w ten sam sposób, jakby sie równowa- 
żyły gdyby ta część była sztywną. Ponieważ w razie sztywności 
materyi, równania (4) i (5) mają także miejsce chociażby 
ona była nieciągłą, oczywistóm jest, że sformułowane te- 
raz twierdzenie stosuje się także i wtenczas, jeżeli uwa- 
żamy ciało za systemat cząsteczek; należy tylko w ró- 


wnaniach (4) i (5) zastąpić znaki całkowania f przez znaki 


summowania X, elementa płaskie i nieskończenie małe dw 
przez elementa skończone До, elementa zaś nieskończenie 
małe dedydz przez elementa skończone ДҮ. 


Podobieństwo równań (4)i(5) do warunków równowagi 
ciała sztywnego mogłoby zrodzić mniemanie, że warunki 
równowagi w ciele naturalnćm niczém się nie różnią od 
tychże warunków ciała sztywnego. Tak jednak nie jest. Jeże- 
liby bowiem uważane ciało w było rzeczywiście sztywnóm, 
równania (4) i (5) rozciągnione do całej jego przestrzeni, sta- 
nowiłyby, znane z mechaniki, warunki równowagi konieczne 
i dostateczne; gdy tymczasem te same równania (4) i (5), 
wtenczas tylko wyrażają warunki równowagi w ciele nieszty- 
wnćm, jeżeli się stosują do każdej jego części. 


Ażeby lepiej jeszcze objaśnić wyłożone teraz twierdzenie, 
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weźmy za przykład drążek prosty i sztywny na którego 
obydwa końce działają pewne siły w kierunku jego dłu- 
gości. Drążek ten zostaje w równowadze jeżeli pomienione 
siły są równe i znaków przeciwnych. Lecz jeżeli drążek 
jest niesztywnym, jeżeli on jest np. z kauczuku, oba powyż- 
sze warunki nie dają jeszsze równowagi, ale przeciwnie, drą- 
żek pocznie się wydłużać lub skracać, stosownie do tego czy 
siły do końców jego przyczepione działają od siebie czy dzia- 
łają ku sobie, i ruch ten trwać będzie dotąd, dopóki ciśnie- 
nia, w skutek niego powstałe, na przecięcia normalne do 
długości drążka, nie staną się równemi siłom na końce jego 
działającym; wtenczas bowiem tylko twierdzenie wyżej dowie- 
dzione będzie mogło mieć miejsce. 


Twierdzenie o równowadze ciała niesztywnego stanowi za- 
sadę, którą biorą zwykle za prawdę oczywistą i robią z niej 
punkt wyjścia w rozmaitych specyalnych częściach mechaniki 
cząsteczkowej. My zdania tego nie podzielamy. Jakkolwiek 
twierdzenie to jest dosyć łatwóm do dowiedzenia, nikt wszakże 
z"przeczyć nie może, że jest bardzo trudnóćm do pojęcia, 
podobnie jak wiele innych kwestyj mechanicznych. Stawianie 
niejasnych zasad na początku nauki prowadzi zawsze do lego, 
że dopiero po głębokich jej studyach przychodzi się do ich 
zrozumienia, co jest niezgodne z celem pedagogicznym, jaki 
się w każdym wykładzie zakłada. Każda nauka powinna się 
rozpoczynać od zasad jasnych i popularnych : nasz wybór padł 
na pojęcie pracy mechanicznej. Najpierwsze fundamenta fizyki 
doświadczalnej i mechaniki ogólnej zawierają już w sobie tyle 
materyału, że każdy, z elementami umiejętności tych obznaj- 
imiony, posiada go dosyć na dostateczne slamiliaryzowanie 
się z pojęciem pracy mechanicznej. Pojęcie to należy nieza- 
wodnie do najłatwiejszych i spotyka tyle przypadków w natu- 
rze, że jest również i najpopularniejszćm. Zdaje mi się, że 
objaśniłem dostatecznie powody które mię skłoniły do wzięcia 
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za punkt wyjścia, określenia pracy mechanicznej jednostki 
elementu drdydz. Krok ten zresztą niepowinien być uważany 
za niewłaściwy choćby tylko dlatego, że pojęcie to dobiło się 
już prawa pierwszeństwa we wszystkich prawie umiejętno- 
ściąch fizyko-matematycznych. 


18. Formuły pomocnicze. — Widzieliśmy już że funkcya 
Р (7) П, 8], praca mechaniczna jednostki elementu dzdydz, 
zależy, na mocy twierdzenia w równaniu (3) [12] zawartego, od 


.d(u,v, 


OSACE Я: w А З na + 
sześciu ilości | Chcemy dowieść teraz, że wartość i 


d(x, y, 2) 
kształt tej funkcyi nie zależą od położenia układu współ- 
rzędnych, co się wyraża krótko, że funkcya P jest niezmienni- 
kiem. Przed dowiedzeniem jednak tej własności wypada się 
zapoznać z pewnemi formułami, które będą również użytecz- 
nemi i w innych jeszcze okolicznościach. 


Niech będą, zachowując ten sam początek (x,y,z) nowe 


współrzędne prostokątne punktu M; i oznaczmy jak wskazuje 
tablica 


(6) 


przez (mi, ni, pi) dostawy katów które nowe osie tworzą z da- 
wnemi, a przez (и, 27, 20") nowe rzuty odległości punktu 
M (cz+u, y+v, z+w) od punktu М (2, у, 2). Wiadomo że 
pomiędzy dziewięcioma dostawami (т, т, pi) zachodzą związki 
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2 ° = 
т Е Та 10 И; 

2 2 = 
ыч у-уу, 


m, + т, + р = 1, 


rej 
(7) 
туту + т, + рр, =0, 
тут, + луп, + рр, = 0, 
\ m, Mm, + an, + p, p 20; 
albo 
| mm, + me = 41, 
тї, + т, + т, 4, 
Ps + ptp, 
(8) 
ny Pi + п, Pa + п, р = 0, 
Рт, + рт, + руту = 0, 
| m, n, + тп, + тп = 0; 
| А 
albo 


1 1 1 
M= Ps — ps), щ==т(руту-—руп,), ра 7 (ma — n), 

‹ a. HAR, 4 
(9) 4 та (тр, — np), па (рут —рут,), ретту, тт), 


| „zl ап жн 
т), ъ==(Рүту— рут), p=; (m,n, —m,n,), 


Formuly (9), mniej częstego użycia jak równania (7) 1 (8), otrzymać 
bardzo łatwo można rozwiązując układ! liniowy (10) względem æ, y, z i 
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gdzie 

k == ту(л,ру—пур») + п, (рът рут) + p, (M, ng — myn,), 
jest zawsze pierwiastkiem równania А? = 1. 


Tablica (6) prowadzi, za pomocą metody rzutów, do formuł 


е и + р;2, 
(10) (у =т= + ny F piz, 
| 5 =т,2 + пу + р; 
| u= mu + mV + тун”, 
(11). v=mu + nV + луш, 


w = ри + ро + ру, 


które dają (x,y,z) w (c,y,3) і (0, н) w (u,v,w). Znajduje - 


————Єү;—Є——————— 
porównywając znalezione w ten sposób wypadki z ilościami £, 4, 2, 
otrzymanemi z tablicy (6) za pomocą metody rzutów. 


Ażeby zaś dowieść że ilość А jest pierwiastkiem równania 1? = 1, pod- 
stawmy pierwszy szereg wartości (9) w pierwsze z równań (1). Podstawie- 
nie to daje 


K? = (пуру — пэр)? + (рәт — рата)? + (туп, — Mga)’, 
a z przyczyny tożsamości 
(парз — тарь)? + (рат — рата)? + (Mang — тұт)? 
= (mè + ns? + pè) (M? n? + ру?) — (тыта + пуп, + Pas)” 


i trzech następujących po sobie, począwszy od drugiego, równań (7), jest 
oczywiście А? = 1. 
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A v, w) 
L, Y, 2) 


różniezkując (u, v, w) jako funkcye (11) ilości 


się więc pochodne w funkeyi nowych pochodnych 


(и, о, w) 
(u, 0, w) zależnych od zmiennych (ж, у, 2), które są funk- 
cyami (10) ilości (z, у, z). То daje najpierw formuły symbo- 
liczne б 


du PE ЛА 
a M da + m,dv + СДС + Т z) 
йй (m du + т, + туйо) i +25 в, 
га. ? АТГА АЕ 7 
йи == (mydu + m,dv + m,dw') Рі В + Д 
dz > de Чу dz 
RA du -+ nądv + п) HEAR NI 1 
dz 1 2 3 dz dy z 


T= (mdi + n dv + Е +): 


dy { Pi Va Ps 
T (n, du + n, dv, + 0) = E Т? 
dw EE ed 
P = (p,du + рй + pdw Е + y А WIE 
| Wa 
== nı Na Nz ~ «Ӯ 
= (p, du + р,0 + p.dw) кА). NK 
de taj "a SR 
NJ”. 
< 
w (pdw + pzdr + p.dw) LUMEEN ЁЗ мы 2) ` A aS” 
dz = (Pi (е) ++ 
OS 
~ ` 
OE 
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z których znajdujemy bardzo łatwo 


dożyć ma TU dv dw 


SK dv dw 
da "ар К 


+ т, ЖУ Poz ыч 


rz 73) (r 
+ тут, Т + My Mą a 
dv du + 40) dw 


[кше жыл жу РЧР ЖЕ 2 - 
aż dz *dy dz dz dy 


dw du е dw R do бо 
me taa” - PO Раат Pa P3 dz dy 


du du ао 
= САС SĘ T) +53 cz) 
dv dw 


dv аи 
= за Е = Эран, + (лр; + тр) (z ^ ту) 


+ 22, һр + (np, +n (E + +; 
У аи ао 
+ пру + (р, + һа Paz) , 
dw du 


— + — 9р т du 4 m, + (ж + 
PENA е Pi 17 Waha I рат @ dy 


+ Spam gą + + (pzm, + рт (E = + — dz 


+ Эр,т, > + (рт, + р, т) (а. + -A ` 


du. dn 


dv du 
dy REZ йг idz ) 


РЕГ PR 1 + (msn; + mna) | — + 
= 5 Fa 2 3 dz dy 


du dw ан 
RE эу» ++ (mn, + mM, Ny) (z + dz) 


+ 2т,п, > 


+ (тт, + m,n) (zy +). 
dx 


Uważmy teraz że (N;, Т) tablicy (13) są składowemi, według 
dawnych osi (2, у, 2), ciśnień wywieranych w punkcie M na 
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elementa płaskie prostopadłe do tychże osi; w ten sam sposób 
ilości (Тї, T';) tablicy (14) 


а y & 


© 

єз 
e 

кз 
ГЕЛ 


(13) 


ча 

= 
z 
& 


są składowemi, według nowych osi (2',у',2), ciśnień wywiera- 
nych w tym samym punkcie M na elementa płaskie prostopadłe 
По 2, у, 2. Kombinując każdy element płaski układu nowego 
z każdym elementem płaskim układu dawnego, zastosujmy 
twierdzenie zawarte w równaniach (5) [12]. To prowadzi 
łatwo do trzech grup równań $ 

MN 4 + maTs + mg T'a = mN, + n4T, + py Ta, 

Ny М + Ną е + Ny Ds => my ts + nN, + PT, 


| p, N4 paT, + ps T's == mT, ++ nT, + py Nas, 


тү» + m.N + mT’; = MN, + тї, + рТ, 
ny T; + na №, + ng Т, == туй, + naNs + Pa Ty, 


Pı T's + paN + Рз То = тт + na Ty +- рМ, 


тт, + MT”, H MN 3 = MN, + n3T3 + PTa, 
љї, +n T, + na N == MT + nN + pT, 


рТ, paT, Hp N's = mT, + nT, + pzNs, 
z których można otrzymać wartości fuqkcyj (№, Т) za pomocą 
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(N, T,), dodając trzy równania każdej grupy, pomnożone 
poprzednio, pierwsze przez m,, drugie przez n,, trzecie przez р, 
gdzie wskazówka ? jest kolejno 1,2,3; mając wzgląd na związ- 
ki (7), znajdujemy 


| N = m? N n N +p? N 2n, p, T, 42pm T, 2M uT, 
| N+=ma"N; + n N, + paź Ns+204p;T; + 2pm T, 2mm; T, 
№, = mN n Nop N;-+2n3p4T, + 2pzmz +2 mzn; Г,, 
Т', = тт, + NNNa + papsNs ж (nap; + пэр»), 
(15) < + (pams + pzm) Tą + (mans + тзт), 
Т» = тут, + тат, № + papy Ns3 + (пар, + тра), 
+ (рати + риту) Т + (msn, + тита), 
Т», = MaM N; -- мат, + РСА + (np, + љр)Т, 
| + (рать + pam,)Ta + (түп, + mani) Ty. 
Poprzestajemy tymczasem na formułach (12) i (15), których 
wymaga cel na początku tego ustępu założony, odkładając 


dalsze ich rozwinięcia na później, gdzie zajdzie tego potrze- 
ba, w ustępach podobnie zatytułowanych. 


19. Własności pracy mechanicznej jednostki elemen- 
tu. — Powracając do założenia któreśmy na początku poprze- 
dzającego ustępu zrobili, przypominamy równanie (3) [12], 


„du dv dw 


No T ШЕ; +%) | 


| dv „/dw (а 
WACC 


р == “м — — + — | \ 
(16) в. ж. ау + dg 4)? 
|= хә + Tal m | 
А dz dy dz), 
\ | 
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pokazujące że praca mechaniczna Р jednostki elementu dzdydz, 
jest funkcyą sześciu tylko ilości 


du dv dw dv dw dw du du dv 
dz dy’ dz dz + dy” dz * dz” dy * az” 


i własność ta nie zależy oczywiście od położenia układu współ- 
rzędnych, albowiem dowodząc jej położenia tego wcaleśmy 
nie ustalali. 


Oznaczywszy przez P' wartość pracy mechanicznej, w tym 
samym punkcie M, jednostki elementu dzdydz odpowied- 
niego nowemu układowi (2',у', 2) mamy na mocy przypomnio- 
nego teraz twierdzenia 


/ 
| „„dw „а dw) | 
ДҮ. с: dw 
хат Telg +4) 
1 GO таш o. du 
B= + тд р а) 
za dw' ‚ „(аи йр 
+ № де табат r zz) 


Lecz drugą stronę tego równania otrzymać także można 
z drugiej strony równania (16), zastępując sześć ilości 
(и, v, w) 
d(x, y, 3) 
w ten sposób otrzymany wypadek podług sześciu ilości 
8 Pore |: dostawy bowiem (my. ni, pi) nie podlegają róż- 
niczkowaniu ô jako ilości stałe, a współczynniki sześciu wy- 
| (и, v, w) 
l 42, у, 2) 
wnań (15). Ztąd wypada równość 


drugiemi stronami równań (12) [18], i porządkując 


razów 8 są wartościami (№, Т) na mocy ró- 


BD =D: 
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która dowodzi, że wartość przyrostu ôP od położenia układu 
współrzędnych nie zależy. 


Niezależność kształtu funkcyi P od położenia układu współ- 
rzędnych, dowiedziona w twierdzeniu (16), i znaleziona teraz 
własność przyrostu jej ôP, są wystarczającemi ażeby wnieść 
w ogóle, że kształt i wartość funkcyi P nie zależą od położenia 
układu współrzędnych, czyli, że funkcya P jest niezmiennikiem. 


Summując wszystkie znane doląd własności funkcyi P można 
sformułować następujące twierdzenie: funkcya P, praca mecha- 
niczna w punkcie M jednostki elementu dzdydz, jest niezmienni- 
kiem sześciu ilości к= ‚ a pochodne jej cząstkowe względem 

49% 
tych sześciu ilości sa składowemi (N;, Ti), według osi współrzęd- 
nych (2, у, х), ciśnień wywieranych w punkcie M na jednostki 
elementów płaskich do tychże osi prostopadłych. 
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LEKCYA V 


Elipsoida cisnień. — Dopełnienie twierdzenia o funkcyi Р. — Cisnienia glówne. — Pła- 
szczyzny odpowiednie cisnieniom głównym. — Pczypadek dwóch cisnień głównych. — 
Przypadek jednego cisnienia głównego. — Ogólne uwagi. 


20. Elipsoida ciśnień. — Twierdzeniu zawartemu 
w równaniach (5) [Ш, 12], 


mN, + nT; + pT, =X, 
(1) mT; + nN, + pry =Y, 


mT, + nT, + pN; =Z, 


można jeszcze nadać inną postać, z przyczyny związku 
(2) m? + т? + p*==H, 


który zachodzi zawsze pomiędzy dostawami (m,n, p) katów 
tego samego kierunku z trzema prostemi do siebie prostopa- 
dłemi. Wnioski z własności tej wynikające mają stanowić 
przedmiot niniejszej lekcyi, którą uważać także można jako 
dopełnienie nauki o funkcyi P, w końcu [19] poprzedzają- 
cej lekcyi rozpoczętej. Widzieliśmy tam że wartość funkcyi P 
w punkcie M jest niezmiennikiem, t. j. odniesiona do układu 
współrzędnych ruchomego około stałego początku, zachowuje 
ten sam kształti wielkość, w każdćm jego położeniu. 
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Pozostają do zbadania własności jej pochodnych (№, Т) w tém 
samém założeniu, lub mówiąc jaśniej, prawo podług którego 
zmieniają się ich wartości w punkcie M, odnoszące się do 
układu współrzędnych ruchomego około początku. Prawo lo 
zawarte jest w równaniach (15) ПУ, 18], za pomocą których 
otrzymują się wartości funkcyj (N Т) w punkcie M 
odpowiadające układowi nowemu (ж, у, z), jeżeli znane są 
wartości ich (№, Т) odpowiadające układowi dawnemu 
(£, у, z), z którym układ nowy ma wspólny początek. Lecz 
równania (15) [18] posiadają kształt niedogodny do celu ja- 
kiśmy założyli, powracamy zatćm do ich źródła, t.j. rów- 
nań (1), z których na mocy związku (2) łatwiej go osiągnąć 
będzie można. 


Rozwiążmy równania (1), względem ilości т, п, р i pod- 
stawmy znalezione ich wartości w równanie (2). Założywszy 
dla krótkości 


п, = Т — №№, &=ЇМТ,—Т,Т,. 
п, == Т, — №№, = №7, — TT, 
пъ = Т8, — N,N, = №,Т, — Т.Т, 

o = Na Na № + ТТТ, — (N, T°, + N, T’ + №1), 


mamy rozwiązując równania (1) 


| m=— Jh + 4Y + t2), 
(3) = 4X + ny +42), 
|P= ЕХ + hY + n2), 

\ 


a podstawiając otrzymane wartości (т, n, p,) W równanie (2), 
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znajdujemy 


(nè + f + £7)X? ++ 2[£,(n, + п) + fat] YZ | 


(4) | + (b + ną” + 47)Y? + 2[/,(0g + т) + tt] ZX 


+ (tę + b? + ng)Z* + 2[/,(n, + п) + tt XY 


Poprowadźmy przez punkt M, do którego odnoszą się 
równania (1), trzy proste równoległe do osi współrzędnych 
i uważajmy ilości X, Y, Z, dane przez pierwsze strony ró- 
wnań (1), za rzuty, na te proste, odcinka MN linii prostej 
wychodzącej z punktu M i przedstawiającej kierunek i wielkość 
ciśnienia w tym punkcie wywieranego, na jednostkę płaskiego 
elementu, którego normalna tworzy z osiami współrzędnych 
kąty mające za dostawy m, п, p. Współrzędne końca № pomie- 
nionego odcinka: MN zadosyć czynią równaniu (4), a zatem, 
miejscem końców N linij prostych MN wychodzących z punktu M 
i przedstawiajacych kierunki i wielkości ciśnień па elementa 
płaskie w tym punkcie wywieranych, jest powierzchnia drugiego 
stopnia (А), elipsoida, która nazwiemy elipsotdą ciśnień. 


21. Dopełnienie twierdzenia o funkcyi P. — Równaniu 
elipsoidy ciśnień można nadać kształt dogodniejszy do badania 
jej własności. Przedmiot ten czerpiemy z czwartej lekeyi Teoryt 
Sprężystości G. LAwk'go. Oznaczmy przez 2, у, з współrzędne 
tego samego końca N, odniesione do osi pochyłych, według 
ciśnień wywieranych w punkcie M na elementa płaskie pro- 
stopadłe do osi współrzędnych dawnych, ciśnień, które ozna- 
слату przez F,, F,, F, i których składowemi sa odpowiednio 
Ni T,, Т; "P,, №, T,; Т.Т, Ne Nowe osie pochyłe tworzą 
z dawnemi prostokątnemi katy, mające za dostawy wartości 
oznaczone za pomocą tablicy 
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OW LE 
N, T; Т, 
а РУЛЫ 
IRT 

5 => | 3 ZM |5 

(8) Ly 2 Е, B 
TILIN] 
3 F, F, Ў 


| КҮ MA ZE 
F, F,” 3 { 
T N T 
6 2e + y+ z, 
(6) айы, A А М 
T, DA N, äm 
Вр, BZ Ша 


(7) т = 


albowiem rozwiązując równania (1) względem т, п, р, a 
równania (6) względem Z, а otrzymalibyśmy oczy- 
F, F, F, 
wiście te same wartości, ponieważ obie grupy pierwszego 
stopnia mają te same współczynniki. Związki (7) dają, па` 

mocy równania (2), 


oo (1-06). 


równanie elipsoidy ciśnień, odni „ionej do jej średnie sprzężonych. 
C'iśnienia więc wywierane w punkcie M na jednostki trzech pła- 
skich elementów do siebie prostopadłych, są średnicami sprzężo- 
nemi elipsoidy ciśnień. 


http://rcin.org.pl 


LERCYA PIĄTA 55 


Własność ta pozwala dopełnić twierdzenie o funkcyi Р 
ПУ, 19] w sposób następujący : funkcya P, pracu mechaniczna 
jednostki elementu drdydz, jest miezmiennikiem sześciu ilości 
d(u, о, w) 
d(a, у, 2) 
trzech krawędzi tego elementu, średnic sprzężonych elipsoidy cis- 
nień trzem ścianom jego odpowiadajacych. 


„ a pochodne jej cząstkowe (N;, T;) sa rzutami, według 


22. Ciśnienia główne. — Pomiędzy wszystkiemi ukła- 
dami średnie sprzężonych, elipsoidy ciśnień, istnieje jedyny 
średnie do siebie prostopadłych, t. j. układ osi tej powierzchni 
drugiego stopnia. Przypuśćmy że płaszczyzny współrzędne pier- 
wotne były przypadkowo wybrane w ten sposób, że elipsoida 
(8) znajduje się odniesiona do swoich osi; współrzędne z, у, z 
sąw takim razie prostokaątnemi podobnie jak współrzędne 
X, Y, Z, i dostawy tablicy (5) sprawdzają, pomiędzy innemi 
i jednocześnie, dwie grupy związków 


== 
= 
xN 
+ 
тз 
= 
+ 
pz 
A 3 
= 
I 
к 


м 


Ц 


= 
EK 
+ 
„еы = 
© 
+ 
„^ч 


===. 
R 
== 
geat — o 
+ 
га 
Бе 
+ 
REA, 
„ali 
— = R se”. 
I 
о 


жыз 
Я „ч 2 „aja 


z 
+ 
pi 


(10) 


zz 
AA 

4 r 
"BE 


„AZ 
= 
+ 
Кы 
NE 

м 
I 
s 


E + (8) = 


które daja przez wyrugowanie N;, №, №, 
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1 1 : 1 A 
(11) (a-p) + (7) =". 


Ilości Е, F», F, są obecnie osiami elipsoidy, które przy- 
puszczamy nierówne i uporządkowane podług ich rosnącej 
wielkosci; w tym przypadku ogólnym, pierwsze zrównań (11) 
wymaga ażeby było T;=0, T,=0, dwa zaś pozostałe wyma- 
ваја, ażebyśmy jeszcze mieli Т,= 0. Wtenczas związki (10) 
dają 

; © 

№=Е, N,=F, N;s= Ез, 
a równania (6) sprowadzają się do 


(12) Хе= л Үш, Ч; 


t. j. że osie elipsoidy zchodzą się z normalnemi do elementów 
płaskich na które wywierają się ciśnienia przedstawione przez 
te same osie. Tak więe, w każdym punkcie ciała znajdują się 
trzy elementa płaskie do siebie prostopadłe, na które wywie- 
rają się ciśnienia normalne. Płaszczyzny ich są przecięciami 
głównemi elipsoidy ciśnień, a trzy ciśnienia normale, które 
nazwiemy ctśnieniami głównemi, są przedstawione, w kierunku 
i wielkości, przez osie tej elipsoidy. Chodzi teraz o wyznacza- 
nie, w każdym punkcie ciała, wielkości ciśnień głównych 
i położeń elementów płaskich, na które się wywierają. 

Niech A oznacza wielkość nieznaną ciśnienia głównego 
„wywierającego sięw М, а т, л, р niech cznaczają dostawy 
kątów które jego kierunek, również nieznany, tworzy z osiami 
współrzędnych. Formuły (1) dają, po zastąpieniu w nich X 


http://rcin.org.pl 


LERCYA PIĄTA 57 


przez mA, Y przez nA, Z przez pA, 
m(N, — A) + nT, + pT, —0, 
(13) ` mT, + n(N, — A) + рТ, =0, 
mT, + nT, + рМ, — А) = 0; 
posiadamy oprócz tego związek m+ n*+ р? = 1, uzupełniający 
cztery równania konieczne, na wyznaczenie niewiadomych 
A; жур. Wyrugowanie stosunków т i 2 z trzech równań 
(13) prowadzi do równania wypadkowego 
N= M M (№, — A)(N, — A)(N, — A) 
T® N.—A, T|= — (N, — A)T — (N, — A)T}? 
Туу. Tm N=A — (М; — A)T + 2T,T,T,=0; 
albo, rozwijając i zmieniając znaki 
А? — (N, + №, + Ns;) A? 
(14) +(N.N; + №3, + N, М, — Т — T;* — Ty*)A 
— (NNN + 2Т,Т,Т, =N T — №,Т — Na T;*) = 0 
Równanie to trzeciego stopnia daje nietylko osie elipsoidy 


ciśnień, ale w tym samym czasie, daje wielkości i znaki ciśnień 
głównych : znak + wskazuje wyciąganie, znak — ściskanie. 


Oznaczając trzy pierwiastki równania (1 4) przez A;, As, Аз, 
mamy, na mocy znanych formuł z algebry 
А, + A; + А, = №, + №, + Ny, 
(1 5) AAs HAA PA sAs=N>Ns+-NsN+-+-N,N+—T;—T+*-+T;?, 
А,А,А 5 = N NN; + ТТТ, — NT? — NT? — №, 
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Z przyczyny że osie elipsoidy powinny pozostać te same; 
gdy się bierze №,, Т; w miejsce N; Т, mamy tożsamo- 
ściowo 
[NN +N =N + N, + М, 
NN. +N.N,+ NN; Т "TFT, 
(16) = NN; +NN, + N,N, — ТТ — Т, 
N,N,N, + 2T,T,T;—N,T, —N+T+ МТ 
=N,N,N, + 21, T+T;, — N, T? — №, — N, T; , 
trzy związki symetryczne, które otrzymać także można, rugu- 
јас dziewięć dostaw Mi, ni, pi z dwunastu równań (7) i (15) 
У, 18]. 
Niech teraz А oznacza jeden z pierwiastków równania (14), 
t. j. w wielkości i znaku, jedno z ciśnień głównych w punkcie 
M. Ażeby znaleść jego kierunek, lub co na to samo wychodzi, 
położenie płaszczyzny na którą działa, potrzeba wrócić do 
równań (18), które dają łatwo 
=m[(A — N,)T; + Т.Т), 
Т,Т,т + T,T n + T,Typ < =n[(A — Nz) Tą + Т,Т,], 
=p[(A—N;)T, + Т,Т,], 


co prowadzi do równania 


(17) DEL ro РЕСЕ Е чети 
(А =N DT; Бун Т.Т, (А AR Кут, SE T, 1 


A 
$ -eg 


7 (А – ХТ, W TT, се 


przedstawiającego płaszczyznę szukaną : ilości z, у, 5 ozna- 
czają tutaj współrzędne bieżące płaszczyzny; ilości 2, у, z 
współrzędne punktu M, od których A, N;, Т, zależą. 
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23. Płaszczyzny odpowiednie ciśnieniom głównym, 
— Mając dane składowe (X, Y, Z), według osi współrzędnych, 
ciśnienia wywieranego na jednostkę płaskiego elementu 
w punkcie M, formuły (3) даја dostawy katów które normalna 
tego elementu tworzy z osiami współrzędnych, t.j. wyzna- 
czają jego położenie. Zadanie to, rozwiązane z innego punktu 
widzenia, prowadzi do pewnych wniosków; dających ogólne 
wyobrażenie o naturze ciśnień około punktu M. 


Poznawszy wielkości, znaki i kierunki ciśnień głownych 
w punkcie M, przenieśmy początek do tego punktu i weźmy 
za osie współrzędnych same osie elipsoidy, jest wtedy 


2 2 
(18) = +14 2=1 
Ponieważ ciśnienia wywierane na płaszczyzny współrzędnych 
są normalnemi, mamy oczywiście] 
N=A, N=Ay №=А, T, =T:,=T,=0, 


i równania (1) dają 
19 m=— NK ch ==; 
(19) , rw p , 


t. j. dostawy katów które tworzy z osiami nowemi normalna 
do elementu płaskiego о, na który wywiera się ciśnienie przed- 
stawione w wielkości i kierunku przez półśrednicę D, mająca 
za rzuty współrzędne jej końca (z, у, z). Podług tych war- 
tości (19) płaszczyzna w ma za równanie 

sX gY 24 

-— + 


У жек), 


9 
> A, А, А, 


pokazujące, że jest równoległa do płaszczyzny stycznej do po- 
wierzchni 


(24) SSE Zsa 
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w punkcie w którym ја średnica Ð spotyka; А? jest ilością 
dodatną jakąkolwiek. 


Jeżeli trzy pierwiastki (A,, As, А) równania (14) są tego 
samego znaku, t. j. jeżeli one przedstawiają albo trzy wyciąga- 
nia, albo trzy ściskania, powierzchnia (21) jest elpsotda współ- 
środkową z elipsoidą (18), mającą osie skierowane w ten sam 
sposób, lecz wielkości ich są proporcyonalne do pierwiastków 
kwadratowych z ciśnień głównych; wtenczas półśrednica D 
przedstawia ciśnienie tego samego gatunku jak ciśnienia głó- 
wne, t. j. albo wyciaganie albo ściskanie pochyłe. Jeżeli zaś 
pierwiastki równania (14) mają znaki różne, t.j. jeżeli one 
przedstawiają albo dwa wyciągania i jedno ściskanie, albo dwa 
ściskania i jedno wyciąganie, powierzchnia (24) przedstawia 
jednocześnie dwie kyperbołoidy, jedną o jednej powłoce, druga 
o dwóch powłokach, mające wspólny stożek niemalstyczny, 

(99) Ч. М 


jeżeli półśrednica D spotyka hyperboloidę o jednej powłoce, 
przedstawia wtedy ciśnienie pochyłe, gatunku, który jest 
podwójny pomiędzy ciśnieniami głównemi; jeżeli za$ spotyka 
hyperboloidę o dwóch powłokach, przedstawia ciśnienie po- 
chyłe gatunku jedynego. Przejście ciśnień z jednego gatunku 
do drugiego dokonywa się na stożku (22); półśrednica П 
spoczywająca na tej powierzchni przedstawia ciśnienie styczne, 
wywierające się na płaszczyznę styczną do stożka, podług kra- 
wędzi D. Z tego powodu, można nazwać stożek (22) stożkiem 
ciśnień stycznych, lub prościej, stożkiem slizgania albo tarcia. 


24. Przypadek dwóch ciśnień głównych. — Jeżeli 
ostatni wyraz równania (14) jest zerem, istnieje w punkcie M 
jeden element płaski na który nie wywiera się żadne ciśnienie ; 
równania zaś (1) dowodzą, że płaszczyzna tego elementu zawiera 
w sobie wszystkie ciśnienia wywierane na elementa pozostałe. 
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Wziąwszy ją za płaszczyznę cy względem początku M, i za osie 
с, у kierunki dwóch ciśnień głównych (A,, A,), gdy trzecie 
(Аз==0) nie istnieje; i oznaczywszy nadto, przez y pochylenie 
elementu płaskiego w na który wywiera się ciśnienie przed- 
stawione przez prostę D wychodzącą z M, i której konice ma 
za współrzędne u, у, z==V, dostawy m, п, p otrzymuje się 
z formuł 


m=—; п= 2, р = cosy. 
А, А, 
Ziąd zamiast elipsoidy ciśnień mamy elipsę w płaszczyznie 
cy posiadającą za równanie 


? = ud = 
(23) Aj +з „==зш"ү, 


płaszczyzną zaś w jest 


rx PEA 


S 
TE ko” + Zceosy 


Podług tych związków, ciśnienia wywierane na wszystkie 
płaszczyzny tego samego pochylenia 4, są półśrednicami D 
elipsy (23) mającej osie proporcyonalne do siny i odpowie- 
dnio do A, i Ау. Płaszczyzna, o pochyleniu ү,” na którą 
wywiera się ciśnienie przedstawione przez półśrednicę D tej 
elipsy, przecina się z jej płaszczyzną zy podług prostej 


2X. „GR! 
з онам акау 


równoległej od stycznej do krzywej mającej za równanie 


9 1? K zup 
(24) R TOEI ‚ 


w punkcie gdzie ją spotyka, pomieniona wyżej, półśrednica D. 
Równanie (24) przedstawia elipsę jeżeli A, i А, są tego sa- 


http://rcin.org.pl 


62 CZĘŚĆ RÓŻNICZKOWA 
mego znaku; dwie hyperbole sprzężone, jeżeli A, i А, są znaków 
przeciwnych. W tym drugim przypadku, jeżeli D ma za 


równanie 
A 
VSE үн ; 
А, 


wartość D przedstawia ciśnienie styczne, wywierające się 
na tę płaszczyznę o pochyleniu 4, której ta prosta jest śladem 
na płaszczyznie ту. 


Rozmaitym pochyleniom ү odpowiadają elipsy podobne 
(23); dla największego, {= płaszczyzna w jest prostopa- 


dłą do płaszczyzny ciśnień, a elipsa jej odpowiadająca ma za 
równanie 
а? y? М 
ТУК! 


dla najmniejszego, ү = 0, równanie (23) daje 


zkąd wypada 
g0, yze0, 


zgodnie z założeniem któreśmy wyżej zrobili. Widzimy zatem, 
że zamiast elipsoidy ciśnień posiadamy teraz płaszczyznę zy 
elips (23) których osie mają za wielkości A,siny i A,siny i 
przybierają wszystkie pośrednie wartości, zawsze do siny i do 
А, i А, proporcyonalne, począwszy od zera aż do A, А,; 
płaszczyznę tę nazwiemy blaszką eliptyczną ciśnień. Wszystkie 
te wypadki otrzymałyby się także z uważania blaszek elip- 
tycznych i hyperbolicznych, do których się sprowadzają po- 
wierzchnie (18) i (21), gdy A,=0, tłomacząc zręcznie nie- 
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oznaczoność pozorną płaszczyzn stycznych do brzegów tych 
blaszek, które są nieskończenie krzywemi. 

25. Przypadek jednego ciśnienia głównego. — Przy- 
padek w którym dwa ciśnienia główne nie istnieją (As=0, 
Аз==0), t. j. istnieje jedno tylko ciśnienie główne А}, nie 
przedstawia żadnej trudności; na rozwiązanie jego zupełne 
wystarczają same równania (1). Podług tego twierdzenia, 
w przypadku o którym mowa, wszystkie ciśnienia są skiero- 
wane podług tej samej prostej L, co ciśnienie główne i jedyne 
A,; ciśnienie więc wywierające się na element płaski о, któ- 
rego normalną jest /, otrzymuje się rzucając A na/, iod- 
cinając rzut otrzymany па L. Oznaczywszy przez cos(L, /) 
dostawę kata ktory dwie proste L i Z z sobą tworzą, wartością 
ciśnienia ma jednostkę elementu płaskiego w jest ilość 
A,cos(L, /). Zamiast więc elipsoidy ciśnień posiadamy od- 
cinki A,cos(L, /) rachowane w kierunku prostej L od tego sa- 
mego punktu M, i przybierające wszystkie pośrednie wartości, 
zawsze proporcyonalne do cos(L, 2) i do A,, począwszy od zera 
aż do А,; prostę tę o długości A, nazwiemy wiązka ciśnień. 


Jeżeli dwa pierwiastki rownania (14) są sobie rownemi, 
powierzchnie (18) i (21) stają się obrotowemi, a wszystkie 
półśrednice należące do równika elipsoidy (18) przedstawiają 
ciśnienia normalne. Jeżeli zaś wszystkie trzy pierwiastki 
równania (14) są sobie równemi, powierzchnie (18) i (24) są 
kulami; wszystkie wtedy ciśnienia są normalne i posiadają 
tę samę wartość. 


26. Ogólne uwagi. — Wypadki trzech pierwszych lekcyj, 
któreśmy następnie sprowadzili (Lek. ТҮ) do przypadku 
tównowagi zmyślonej lub prawdziwej, zawierają się w równa- 
niach (1), (2) [17] i (16) ПУ, 19]. Pierwsze strony równań (4) 
[47] przedstawiają składowe sił działających na każdy punkt 
ciała podczas gdy pierwsze strony równań (2) [17] saskładowe- 
mi ciśnień wywieranych na elementa płaskie przypadające nie- 
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tylko na powierzchni ciała, alei w każdym jego punkcie. 
Przez przerobienie równań (1) i (2), tak rozumianych, otrzy- 
maliśmy [177] ważne twierdzenie o równowadze ciała, określa- 
jące jego mechaniczny charakter w stosunku do ciała szty- 
wnego; ztąd twierdzenie to można uważać jako definicyę ciała 
naturalnego. W równaniu (16) [19] zawiera się zasada pracy 
mechanicznej, na której opieramy cały wykład mechaniki 
cząsteczkowej; równanie to wraz z równaniami (2) [17] daje 
twierdzenie ustępu [24], o naturze tejże pracy, charakteryzu- 
jace pod względem analitycznym warunki ruchu lub równo- 
wagi ciała naturalnego. Dwa twierdzenia [17] i [21] definiują 
kompletnie naturę ciała niesztywnego w sposób jasny i łatwy 
do zrozumienia. Do liczby tych twierdzień nie zaliczamy 
jeszcze jednego [22] (o istnieniu w każdym punkcie ciała 
jedynego układu prostościennego trzech elementów płaskich, 
podległych tylko ciśnieniom .normalnym), z przyczyny, że 
mamy zamiar znacznie go uogólnić, lub właściwiej, dowieść 
na jego podstawie, twierdzenia o powierzchniach żzostatycznych 
którego jest szczególnym przypadkiem. Badania te, wyma- 
gające znajomości współrzędnych krzywokreślnych, wyłożo- 
nemi będą na właściwóm miejscu. 
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ГЕКСҮА VI 


Definicya błony i jej elementu. — Praca mechaniczna jednostki elementu błony, — 
Główny charakter błony. — Równania ruchu i równowagi. — Przypadki szczególne. 


27. Definicya błony i jej elementu. — Rozbierając 
szczególne przypadki równania (14) [V, 22] dającego ciśnienia 
główne, dwa pomiędzy innemi widzieliśmy : pierwszy gdy 
dwa jego pierwiastki są гопеті od zera [V, 24], drugi gdy 
jeden tylko z tych pierwiastków jest różnym od zera [V, 25]. 
W lekcyi bieżącej i dwóch następnych zamierzamy wynaleźć 
przypadki te w naturze, t. j. przedstawić takie ciała, w których 
istnieją tylko albo dwa ciśnienia główne, albo jedno ciśnienie 
główne. To nas doprowadzi do definicyi błony i włókna. 


Wiadomo [II, 6] że główne zadanie mechaniki cząsteczkowej 
sprowadza się do wyznaczenia trzech funkcyj (w, v, w) czterech 
zmiennych (2, y, z, t), w przypadku ruchu, lub trzech zmien- 
nych (x, у, 2), w przypadku równowagi; lecz można się ró- 
wnież pytać o trzy funkcye (и, v, w) trzech zmiennych (2, у, 0) 
lub dwóch (x, у), a nawet o trzy funkcye (u, v, w) dwóch tylko 
zmiennych (v, ¢) lub jednej (2). Zacznijmy od przypadku 
pierwszego. 


Jeżeli trzy funkcye u,v,w zależą tylko od trzech zmiennych 
w,y,t, wartości ich odnosić się mogą do punktów pewnej 


o 


http://rcin.org.pl 


66 CZĘŚĆ RÓŻNICZKOWA 
powierzchni, danej przez równanie 
(1) z= f (2, у); 
a jeżeli zgodzimy się jeszcze nadać tej powierzchni grubość bar- 
dzo małą е, rachowaną w kierunku jej normalnej i zmienną od 
punktu do punktu, to ciało, którego odkształcenia przedstawiają 
założone funkcye w, v, w, posiada dwa wymiary znaczniejsze 
według powierzchni (1) i jeden wymiar e bardzo mały według 
normalnej do tej powierzchni, t. j. przedstawia błonę kształtu 
(1) o grubości ғ. Zakładamy również, że powierzchnia (4) 
rozdziela wszędzie grubość e na dwie równe części, i że każ- 
de dwa elementa dwóch powierzchni błony, przypadające na 
skrajnościach grubości s, są równoległemi do elementu po- 
wierzchni (1), który przypada w środku tej grubości. 
Oznaczając przez mM, n,, p,, dostawy kątów które normalna 
do powierzchni (1) tworzy z osiami x, y, z i zakładając 


mamy jak wiadomo 


1 dz 4 dz 


ia ЕП; | 
(2) WTEM hay” РЕ: 


element powierzchni (1) posiada wartość 


dad. dzy” dzy __ h 
wdy (2) +(% dzdyk 


a objętość elementu błony (4) wyraża się przez 
dzdy he, 
albowiem e jest jej grubością. 
| 28. Praca mechaniczna jednostki elementu błony. — 


E 1175 е at , А 
Sześciu ilościom parade od których zależy praca mecha- 
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niczna jednostki elementu w przypadku najogólniejszym [Ш, 
12, (3)], odpowiadają teraz ilości 
(3) AŚ, M 2 2. 
dz” dy dy. dz” dy йр? 
praca więc mechaniczna P jednostki elementu błony jest 
funkcyą pięciu ilości (3) a przyrost jej èP ma postać 


| „du „dw 
N,8% za 
% z adi „d 
(4) P= + HTT ; 
„(du dv 
| + Tò (G+ 5) 


Funkcye u, v, w, zależne od dwóch zmiennych 2, у, uważać 
właściwie wypada jako zależne od trzech ilości æ, у, z, rozu- 
miejąc przez z druga stronę równania (4). Z tej przyczyny 
ilości (3) przedstawić można jak następuje 


Фф 
= 
222 


w dw dz 
du dg * dz dr 


du dv u w дий  % dz 


dy da dy от! dy "Sade? 


gdzie dwa znaki (d, 0) różniczkowania funkcyj u, о, w. odróż- 
niają pochodne zupełne od pochodnych cząstkowych. 
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Zastępując w przyroście (4) ilości (3) przez drugie strony 
otrzymanych teraz równań i pamiętając że różnieczkowanie 8 
stosuje się tylko do funkcyj и, о, w, znajdujemy bardzo łatwo 


М А 
хо + (Тт +N T) 


Ww dw 
саай ей 
"dz de  °dy e 


dz dy 


23 ie de *4у) дг 
dz dzy „dw Ju a 
+: (Z т) Tè (S+ 


a że [12(3)] ciśnień (N;, ТУ), w jednym punkcie jakiegokol- 
wiek ciała, jest najwyżej sześći każde z nich, w przyroście 
pracy mechanicznej jednostki elementu, mnoży odpowiednią 
sobie ilość z sześciu następujących 


„и „д0 „дш dv д dw , du du Ww 
5—, =, 8, +=), (+=), += 
dc By ©” Ę ду}? (z 25) (су de)” 
pomiędzy współczynnikami przyrostu ôP zachodzą, z tej przy- 
czyny, związki 


ат. ar RYJA dz 
L= Ng’ 
\ PETINE dz 
(5) T, =? idz s dy” 
К dz dz „ДЕ? dz dz „йс |* 
IN INE тыш RA o Z > ] жей) МА 
а * "dy x. (z) +» (2. 


Trzeci ze związków (5) daje ciśnienie №, i zarazem pokazuje 
że wartość jego jest w ogólności różną od zera. Wyraz więc 
; 00 |. 5 : 
Nò , jako przyrost pracy mechanicznej pochodzący od 
istniejącego ciśnienia N,, zachodzić powinien w przyroście (4), 
niedostatek zaś lego wyrazu pochodzić jedynie może z przy- 
czyny równości 
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„dw dw 
Ponieważ 2 ST oznacza wszelki możliwy przyrost liczby Z) 
z 


a wartość jego jest zerem, pomieniona liczba nie może żadnym 
sposobem zmieniać swojej wielkości, co wtenczas tylko ma 


miejsce gdy Św jest stałem. Lecz praca mechaniczna P jedno- 
stki elementu błony zależy tylko od pięciu ilości (3), liczba 


Р dw йы. Р A А Р 
więc stała dz" od której taż praca nie zależy, a powinna także 


zależyć, musi być rowną jedności; albowiem tylko jedność 
jest taką ilością od której każda funkcya może, w jakikolwiek- 
badź sposób, jednocześnie zależeć i nie zależeć, bez naruszenia 
swojej wartości. Ztąd oczywiście wypada równanie 
dz = dw 

dające 

:=70 + с, 
gdzie с jest ilością stałą. Biorąc za płaszczyznę współrzędnych 
жу płaszczyznę z==c, posiadamy, jednocześnie z trzecim związ- 
kiem (5), związek 
(6) ZZ, 


zamieniający dwa pozostałe na równania 


dw АА 
"REN dy | 
(7) A j 
ZANE w me w, 
ас dy ` 


Otrzymane teraz wypadki (7) pozwalają wyznaczyć kształt 
funkcyi P wyrażającej pracę mechaniczną jednostki elementu 
błony. Jakoż, zakładając 


_ du __ dv _ du Ф __dw _ dw 
a= к= БРЕ" ФЕ, = 
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mamy na mocy przyrostu (4) 


ар ар ар ар ар 
NiE ==, N=’ bar? iat he 


a z przyczyny związków (7), znajdujemy dwa jednoczesne 
równania 


ар __dP dP 

вве 
(8) 

dP__dP dP 

da da” * de'” 


posiadające za całkę, szukaną funkcyę P. 


W przypuszczeniu że funkcya P jest całką pierwszego tylko 
z równań (8), znalezlibyśmy 


(9) P= Fion о), 
gdzie 
RY 7 
ME + 26, wz =C + aß, 
są całkami dwóch równań jednoczesnych 


a F oznacza funkcyę dowolną; w założeniu zaś że funkcya P 
sprawdza tylko drugie z równań (8), mielibyśmy 


(10) Р = (о, w), 
gdzie 


vy =Q + ze, w= cC +a, 
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są całkami dwóch równań jednoczesnych 


Obie więc funkcye (9) i (40) zależą od tej samej funkcyi оз, 
i oprócz tego, funkcya (9) zależy od w» niezawierającego w so- 
bie (a, с, е) zmiennych niezależnych drugiego z równań (8), 
podczas gdy funkcya (10) zależy od w, niezawierającego w so- 
bie (b, c, 8) zmiennych niezależnych pierwszego z równań (8). 
Ztąd oczywiście wypada że tylko funkcya 


P=F(w, w, ©) = r(a -- za, b +56 c+ z8) 
sprawdza oba równania (8), a zatem, że jest szukaną ich całką. 
Przywracając pierwotne znaczenia ilościom а, 0, c, « і 6, 
znajdujemy następujące bardzo ważne twierdzenie: praca 
mechaniczna P jednostki elementu błony wyraża się, w układzie 
prostokątnym, przez drugą stronę równania 


_ „(du Afdwj* dv  Afdwy* du dv _dwdw) 
WP +5120) а) а de dy) 


rozumiejąc przez F funkcyę zależną od natury ciała z którego błona 
jest utworzoną. 


29. Główny charakter błony. — Mnożąc równania (3) 


przez Н A znajdujemy na mocy związków (2) 
| mN, + Т, + PT, =0, 

(12) mT, + nN, + pT, =0, 
тт, + 14T+ + pN, ==0; 


pierwsza formuła (12) otrzymuje się z drugiej (5), druga (12) 


© 
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z pierwszej (5) a trzecia (12) z trzeciej (5). Ponieważ ilości 
(M, m4, p,) (2) sa dostawami katów które normalna do powierz- 
chni (1) tworzy z osiami współrzędnych, równania (12) wyra- 
żają, podług twierdzenia (5) [III, 12], że elementa płaskie błony, 
styczne do powierzchni (1) nie doznają żadnych ciśnień i że 
ciśnienia wywierane w tym samym punkcie na pozostałe ele- 
menta, działają w płaszczyznie stycznej do powierzchni (1). 
i 4, TN EU idz 800 

Przez wyrugowanie dwóch ilości zz | 5 z trzech związków 

(5) otrzymujemy na równanie wypadkowe 


N: N; N; + 2 Ty T; T, =N, Т, + М.Т + N, T$, 


i ostatni wyraz równania (14) [22] dającego ciśnienia główne 
jest zerem. Składając ten wypadek z wypadkiem poprzedzają- 
cym (12), główny charakter błony określi się jak następuje: 
w każdym punkcie błony jedno z ciśnień głównych (ciśnienie na 
element styczny do błony) jest zerem, a wszystkie inne ciśnienia 
działaja w płaszczyznie stycznej do błony, z która 51е schodzi 
płaszczyzna eliptyczna ciśnień. 


30. Równania ruchu i równowagi. — Oznaczywszy 
kształt pracy mechanicznej jednostki elementu [28] i główny 
charakter błony [29], przystępujemy do wyznaczenia warun- 
ków jej ruchu i równowagi. Szukajmy w tym celu przyrostu 
pracy mechanicznej tej części błony (1) która jest ograniczoną 
walcem zamkniętym, równoległym do оѕі z i mającym za ró- 
wnanie 


(13) #®у)=0. 


Całka podwójna J J dzedy he8P, rozumiejąc przez ôP drugą 


stronę równania (4), wzięta w granicach krzywej (13) na 
płaszczyznie cy, jest oczywiście szukanym przyrostem, który 
także, za pomocą znanej metody całkowania przez części [1,9], 
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przedstawić można jak następuje 


i" \ 
| dheN ı ФТ, żę | 
"du dy 


| J Гао f faray) — (4 Pen 
aat 
„ 


— (z + Tan) 3 
dx dy | 


(14) ( 


(N,cosa +- TzcosĘ)2u 


+ f ds,he + (Tycosa + №,с058)20 ?› 


\ 


-+_(Т»созж + Т,с058) 210 


gdzie ds, oznacza element łuku krzywej (13) ах i 8 są kątami 
które normalna do tego elementu tworzy z osiami z і у. 


Nazwijmy przez р gęstość błony w punkcie Ма przez X, Y,, Z, 
składowe, według osi x,y,z, siły działającej na jednostkę 
jej massy w tym samym punkcie. Różnice 


р 
(х, а) (х. те) а, e(z, = КУ, 


są, jak wiadomo (II, 10], równemi odpowiednim współczynni- 
kom ilości ди, 20, ów pod całką podwójną w drugiej stronie 
równania (14). To daje, po opuszczeniu wspólnego czynnika 
dzdy, 


ldheN, ‚ 4МТ, “ИГҮ 
| = + —— Чу) + h X, = KSH TE А 
m dh: T, 4. №, 
(15) T t ETa + АҮ, Н: 7: А 
dheT, , ӘТ, dw 
@ ЗАЙ ЖШТ + hegZ, == hep—— pra 
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równania ruchu w га punkcie błony. Zastępując w trze- 
ciem z nich ilości Т, i Tə przez drugie strony równań (7), wy- 
konywając następnie sie rożniczkowania, uwzględniając 
dwa pierwsze równania (15) i dzieląc otrzymany wypadek 
przez he, grupa (15) m 5 na układ równań 


| dheN, q PeT ат, «и 
| T Рт cji а 
dheT; ШАР > 
SE ca + hep Y, = = ря dE =, 


(16) 
dw dw dw dw dw 
мк + + EAN gete ( хо) 
Бы био ойо 
=e Je ааг айу) 


Współczynniki ilości ди, v, ёш pod całką pojedynczą w dru- 
giej stronie równania (14) są składowemi, według osi £, у, 2, 
ciśnienia wywieranego na element ds,he powierzchni bocznej 
błony, która jest, podług założenia, powierzchnią walcową 
(13). Nazywając te składowe przez ds,he Ху, ds,he Үү, 0,173, i 
uwzględniając związki (3) i (6), mamy 


N,cosu + T;cosk=zX,, 
T, cosa + N cosp = Ү,, 


(17) 
d d 
ху кї, =®% 


Poznawszy znączenie równań (17), lub właściwiej, ilości Х,, 
Ү,, Z, łatwo jest teraz ograniczyć błonę, nie powierzchnią 
walcową równoległą do osi z, ale jakabądź powierzchnią roz- 
wijalną, mającą np. za równanie 


(18) y(x, у, 2) 0. 


Oznaczając przez m, n, p dostawy kątów które normalna 
zewnętrzna powierzchni (18), w punktach wspólnych z po- 
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wierzchnia (1), tworzy z osiami współrzędnych, i nazywając 
przez X, Y, Z składowe, według tych osi, ciśnienia wywiera- 
nego na jednostkę elementu dw tej nowej powierzchni bocz- 
nej, mamy na mocy twierdzeń (5) [12], (3) i (6) [28] 
mN,--nI,--prl. =, 
тї, + nN, + pły == W ; 


dw dw 


(19) 


i całkę pojedynczą, w drugiej stronie równania (14), należy za- 
stąpić całką pojedynczą 


J do (X u + до + Zw), 


w której X, Y, Z są pierwszemi stronami równań (19). Lecz, 
jeżeli powierzchnia rozwijalna (8) przecina pawierzehnię (1) 
wszędzie pod kątem prostym, wypada na тосу równań (2) 
i (6) 


(20) p=m + п 


йш 
dz + п dy , 
wartością zaś elementu dw jest eds, rozumiejąc przez ds ele- 
ment łuku krzywej ograniczającej powierzchnię (1). Równa- 
nia (19) даја wtedy, na mocy związków (2), (3), (6) i (20), 
grupę równań 
анг? dw dw 
ORM (2) "WZ | 
dw dw р (dwy*]|__ 
аз, + (9) |=" 
21 j ŚWY „SES 
pr "[®+т, | з, *N dy 
tnin T, A 5. у т) |=" 
[к* "(e | 
dw 


dw 
TRZY. 
Х 5= "= 
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całka zaś pojedyncza w równaniu (14) zamienia się na całkę, 
. . 

także pojedynczą, 


(22) IERE + Үр + 7$ш), 


w której X, Y, Z oznaczają pierwsze strony równań (21). 


Ten drugi przypadek jest najodpowiedniejszym definicyi 
błony. Z przyczyny że powierzchnia (18) jest rozwijalną i prze- 
cina powierzchnię (1) wszędzie pod kątem prostym, element 
eds powierzchni bocznej zależy tylko od łuku krzywej, powierz- 
chnię środkową (1) ograniczającej, i od grubości błony; ztąd 
obie całki, t. j. całka podwojna i całka pojedyncza (22), w dru- 
giej stronie równania (14) zachodzące, zawierają w sobie te 
tylko elementa błony, które do jej definicyi należą. 


W równaniach (16) i (21) należy jeszcze zastąpić ciśnie- 
nia N,, N,, T, przez odpowiednie pochodne funkceyi Р (t1) 
R, 32 аа. Podstawienie to zamie- 
dr ау dy dz 
nia równania (16), pierwszego rzędu względem N,, N,, Tę na 
równania rzędu drugiego względem funkcyj и, v, w, podczas 
gdy równania (21) stają się tylko równaniami rzędu pier- 
wszego. Całki więc (u, о, w) równań rzędu drugiego (16) 
sprawdzać jeszcze powinny warunki rzędu pierwszego (21), 
na powierzchni bocznej błony. W wielu bardzo przypadkach 
powierzchnia boczna błony jest nieruchomą, wartości zatem 
całek u, v, w są na obwodzie powierzchni (1) zerami, a dru- 
gie strony równań (21) dają ciśnienia, które należy zrównowa- 
żyć na powierzchni bocznej błony ażeby pomieniony warunek 
otrzymać. Jeżeli zaś powierzchnia boczna błony jest wolną, i 
jeżeli błona znajduje się w środku wywierającym ciśnienia 
normalne na wszystkie jej punkta, ciśnienie na powierzchnię 
jej boczną jest także normalnem i wogólności nieoznaczonćm. 


względem ilości 


http://rcin.org.pl 


~} 
^4 


LEKCYA SZOSTA 


Wartością jego jest 
MX + nY + pZ, 


warunek zaś że jest normalnem wyraża się zakładając 
ać +y + =. 
dz 


Z przyczyny równania (6), funkcya 


= f (0, 4,0) 
wyobraża równanie powierzchni środkowej błony, a z tego 
powodu, po zcałkowaniu równań (16) z warunkami (21), nie 
znalibyśmy jeszcze jej kształtu do którego się znalezione war- 
tości funkcyj u, о, w, odnoszą. Ażeby kształt ten oznaczyć, 
należy założyć równowagę uważanej błony, t. j. zastąpić zerami 
drugie strony równań (16). Ciśnienie normalne 

mX + nY + pZ, 
w czasie ruchu nieoznaczone, jest w czasie spoczynku ciśnie- 
niem oznaczonem F; ztąd grupa równań (21) daje, na mocy 
związku (20), dwa tylko równania 


| dw , dw dw 
| m »|N—F +N (ш) + WT | 
2 dw dw 5, = a. 
| вата р © (wy) = 
dw dw dw 
r N okaż чы 
m| T, +T, (zz) +- Tr 1 


dw dw „ fdwd* | __ 
+a|N=FNT p (E) |=, 


\ 
albowiem trzecie równanie (21) zamienia się na tożsamość. 


Całki (u, v, w) równań (16), zeałkowanych w tém помёт za- 
łożeniu, sprawdzające warunki (23), nie zależą już od zmien- 
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nej /, а ztąd funkcya 


w=f (z, у) 


wyobraża kształt błony (1) do którego się warunki (16) jej 
ruchu odnoszą. Oczywistem jest także, że przypadek równo- 
wagi błony (1) traktować można nierównie ogólniej, zakłada- 
jac na ciśnienia X, Y i Z w równaniach (21), jakiekolwiek 
wartości. 


31. Przypadki szczególne. — Jeżeli wszystkie punkta 
błony poruszają się po liniach prostych wzgłędem siebie ró- 
wnoległych, to biorąc kierunek ich za kierunek osi z, mamy 
oczywiście 


=p, ож=0, 
ka ‚ dw 
zkąd ciśnienia N,, N,, №, zależą tylko od 1 g Grupa го. 
wnań (16) sprowadza się wtedy do AP 
dw dw dw dw\ _ dw 
(24) N, eean e Tay Nat Ца хат-хат = 


którego całka w powinna zamieniać tożsamościowo, pierwsze 
strony dwóch pozostałych, na zera. 


Przypadek ten ma bardzo ważne zastosowanie w badaniu 
drgania błony płaskiej lub blaszki płaskiej, jak to ma miejsce 
w bębnie gdzie błona, we wszystkich kierunkach jednakowo 
wyciągnięta, drga z powodu uderzeń pałeczką; lub w klarne- 
cie gdzie blaszka, w jednym końcu stale umocowana, porusza 
się peryodycznie, pobudzana do tego silnym prądem powie- 
trza. Oba te przypadki, jako należące bardziej do części całko- 
wej, rozebranemi tam będą szczegółowo. 
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LEKCYA VII 


Formuły pomocnicze. — Definicya włókna i jego elementu, — Praca mechaniczna je- 
dnostki elementu włókna, — Główny charakter włókna. 


82. Formuły pomocnicze. — Mnożąc trzy ostatnie ró- 


wnania (12) ПУ, 18] przez 5 i zakładając 


du dv __ dw 
da D;, dy =D, dz =" D, 


) 
dostrzega się bardzo łatwo, że prawo zmieniania się około 
punktu M, wartości sześciu ilości (D,„E;) jest zupełnie takie 
same jak prawo zmieniania się wartości sześciu ciśnień (№, T;); 
albowiem tak przekształcone równania (12) [18] niczem się nie 
różnią od równań (15) [18]. Podobnie więc jak elipsoida 
ciśnień (Na, Т) istnieje także elipsoida ilości (D; EJ), którą 
nazwiemy elipsoida odkształceń i do której stosują się wszystkie 
te własności, któreśmy o elipsoidzie ciśnień w lekcyi У“) wyło- 
żyli. Z pomiędzy tych własności, przypominamy jedną [V, 24] 
na mocy której ilości (D; ЕЁ) są rzutami na osie współrzę- 
dnych trzech średnic sprzężonych, odpowiadających trzem ścia- 
nom, elementu dzdydz, prostopadłym do pomienionych osi. 


Również także, jak w elipsoidzie ciśńień [V, 22], istnieje 
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jedyny układ średnic do siebie prostopadłych, t. j. układ ost 
elipsoidy odkształceń, w którym mamy 


(aj Е,=0, E,=0, E,=0. 


Jeżeli więc elipsoida jest kulg, oprócz równości (4) posiadamy 
_ jeszcze następujące 


р, == D= D;, 
albowiem w kuli wszystkie trzy osie są sobie równemi. 


Przypuśćmy teraz że wartości ilości (D; E;) nie zależą od 
położenia układu współrzędnych, t.j. że są niezmiennikami. 
W założeniu takiem, wszystkie układy średnie sprzężonych są 
jednakowemi, со ma miejsce tylko w kuli, a zatem, jeżeli ilości 
(Di, E;), sa niezmiennikami, jest zawsze jednocześnie 


D, =D+=D,, 
О Е КАНЕ 0: 


Biorąc zamiast trzech funkcyj (и, 0, 0) dwie tylko v i w, i za- 
miast sześciu ilości (D,, E,) trzy następujące 
dv __dw 


D,=—; ===: 


W 
dy =з 


dv dw 

Sa) * 
Ie 3) a 
elipsoida odkształceń zamienia się na elipse odkształceń poło- 
żoną na płaszczyznie równoległej do płaszczyzny yz. Elipsie tej 
odpowiadają ilości D,, D,, E,, w podobny sposób jak elipsoi- 
dzie odpowiadają ilości (D;, E,); jeżeli więc trzy ilości Da, D,, Е, 
są niezmiennikami względem у i z, jest również 
(2) MĘEBN ZU 
t elipsa staje się kotem. 


38. Definicya włókna i jego elementu. — Jeżeli trzy 
funkcye u, v, w zależą tylko od dwóch zmiennych 2, t, warto- 
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ści ich odnosić się mogą do punktów pewnej linii krzywej, 
danej przez równania 


у= (х) 
(z= f(z); 


a jeżeli zgodzimy się jeszcze ażeby przecięcie normalne krzy- 
wej (3) posiadało bardzo małe pole w, zmienne od punktu do 
punktu, to ciało, którego odkształcenia przedstawiają założone 
funkcye u, v, w, posiada jeden wymiar znaczniejszy według 
krzywej (3) i dwa wymiary bardzo małe według przecięcia w, 
t.j. przedstawia włókno kształtu (3) o przecięciu w. Zakłada- 
my również, że krzywa (3) spotyka przecięcie poprzeczne w 
zawsze w jego środku ciężkości. 


(3) 


Oznaczając przez ds element łuku krzywej (3) i zakładając 
а= 4 [4 +( ar OWCY 
(= ў 
mamy oczywiście 


(4) ds=h dz, 
a ilości 


т dici, dy idy, ®_1@ 


РА, DUS AKAD" | dE аа 
są dostawami katów, które styczna do krzywej (3) tworzy 
z osiami współrzędnych. 
Objętością elementu włókna (3) jest 
о ds==hwdt, 
albowiem w jest polem normalnego przecięcia włókna. 


34. Praca mechaniczna jednostki elementu włókna. 
d(v, u, w) 


йк, y,2) 


— Sześciu ilościom , od których zależy praca mecha- 
6 
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niczna jednostki elementu w przypadku najogólniejszym [Ш, 
12 (3)], odpowiadają teraz ilości 
; | da dy dw, 
(6) ДЕ. Е? 
praca więc mechaniczna Р, jednostki elementu włókna, jest 
funkcya trzech ilości (6) a przyrost jej P ma postać 
du dv dw 
(1) ёр == №, 2 + Те m + Т. 
Funkcye и, о, w zależne od jednej zmiennej 2, uważać właści- 
wie wypada jako zależne od trzech ilości æ, у, z, z których dwie 
y із są funkcyami zmiennej «e, danemi przez drugie strony ró- 
wnań (3). Z tej przyczyny ilości (6) przedstawić można jak na- 
stępuje 
du _ du , du dy , du dz 
de dz ydr dz dr 
додо bw dy do dz 
de òx ду dz dz 
dw ди, Awdy , dw dz 
dz ðs ydr 242 
gdzie dwa znaki (d, 8) różniczkowania funkcyj u, v, w, odróż- 
niają pochodne zupełne od pochodnych cząstkowych. 
Zastępując w przyroście (7) ilości (6) przez drugie strony 
otrzymanych teraz równań i pamiętające że różniczkowanie ô 
stosuje się tylko do funkcyj u, v, w, znajdujemy bardzo łatwo 


dE 


| dz „dw dy „ди 
*®л н zy" 


| Ju dz „дф dy „дш 
AŻ Г, OEB A ZR ZĘ 

| ат s de RUY | 
s m dy „dw М x dz 74 
ФР = Ba). 60 del А, б а» 


\ 
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a że [12 (3)] ciśnień (№, Т), w jednym punkcie jakiegokolwiek 
ciała, jest najwyżej sześć i każde znich, w przyroście pracy 
mechanicznej jednostki elementu, mnoży odpowiednią sobie 
ilość z sześciu następujących 


„du dv „dw w dw [д _ ди Ju dw 
е: ы, de (+ 7) (жу), (+7): 
pomiędzy współczynnikami przyrostu èP zachodzą, z tej przy- 
czyny, związki 


dy m. G 
TT, uT T, Д? 
d P dz 
(8) N, = э? T, =N 7 
dz а 
\ №= 1,5, т,= №, 
z których zapisujemy oddzielnie dwa następujące 
; dz 
| T, =N 


(9) 
dy 
| т=н; Pr 
Pozostałe równania (8) dają ciśnienia N,, N, T, i zarazem poka- 
zują że wartości ich są w ogólności różnemi od zera. Wyrazy 


więc 
„dv „dw dv о 
Мея Nd; Т; (2+ m 1 


jako przyrosty pracy mechanicznej pochodzące od istniejących 
ciśnien N,, N,, T,, zachodzić powinny w przyroście (7) ; nie- 
dostatek zaś tych wyrazów pochodzić jedynie może z przyczy- 
ny równości 
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ug kodów anidw  Glfdba dw) 4 ДА. у... ‹ | SIT: 
Ponieważ ô m dz, è (z + =) oznaczają wszelkie 
możliwe przyrosty liczb sa UB иар Ch , a wartości ich 


dy” dz” dz ду 
są zerami; pomienione liczby nie mogą żadnym sposobem 
zmieniać swoich wielkości, co wtenczas tylko ma miejsce gdy 
ilości, które oznaczamy jak następuje 


р р А 
оо rd. 237 ШЕ ш т 


są stałemi. Liczby stałe D,, D,, E, niezależne ani od natury 
włókna, ani od położenia układu współrzędnych, są oczywi- 
ście niezmiennikami, i mamy na mocy twierdzenia (2) 
ТЕ ШЕ o M >0: 
Lecz praca mechaniczna P jednostki elementu włókna zależy 
tylko od trzech ilości (7); liczba więc stała c, od której taż 
praca nie zależy, a powinna także zależyć, musi być równą je- 
dności; albowiem tylko jedność jest taką ilością od której każ- 
da funkcya może, w jakikolwiek bądź sposób, jednocześnie 
zależyć i nie zależyć, bez naruszenia swojej wartości. Ztąd 
wypadają równania 
dy==dv, dz=dw 
dające 
у=0 +0, IZW G, 
gdzie с, i cz są ilościami stałemi. Biorąc za 05 2°% prostą y ==, 
z= с,, posiadamy, jednocześnie ze związkami (8), warunki 


(10) josy, 7 ха; . 
zamieniające dwa związki (9) na równania 
an A 
‚ dv 
S=N б! 
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Otrzymane teraz wypadki (14) pozwalają wyznaczyć kształt 
funkcyi P, wyrażającej pracę mechaniczną jednostki elemen- 
iu włókna. Jakoż, zakładając 


du dv dw 
==, b=, үж==з=, 
de 4 йт sda 
mamy, na mocy przyrostu (7), 
D 
з ар т dE nA dP 


a: "wig o se М 
az przyczyny związków (11), znajdujemy dwa jednoczesne 
równania 


dP__dP_ 

dy д" 
(12) 

арар 


posiadające za całkę, szukana funkcyę Р. 

W przypuszczeniu że funkcya P jest całką pierwszego tylko 
z równań (12), znalezlibyśmy 
1) 
P=F (a+ 57). 


) 
4 | 26 ; A 
gdzie funkeya a +54? jest całką równania 


dy _ da 


A Y 


U 
a F oznacza funkcyę dowolną; w założeniu zaś że funkcya Р 
sprawdza tylko drugie z równań (12), mielibyśmy 


1 p 
P=F(a+ zp), 


А 1 $ Я И 
odzie funkcya а + = 62 jest całką równania 
8 A grd a 
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Kształt równań (12) pokazuje, że funkeya Р jest symetryczną 
względem dwóch ilości 817, z przyczyny więc że pierwsze 
z nich zależy tylko ody a drugie od 8, jedyna fankcya 


P=F (a+ 5857) 


zadosyć uczynić może obydwóm równaniom (12), a zatem, jest 
szukaną ich całką. Przywracająe pierwotne znaczenia ilościom 
а, pi ү znajdujemy następujące bardzo ważne twierdzenie: 
praca mechaniczna P jednostki elementu włókna wyraża się, w ukła- 
dzie prostokątnym, przez drugą stronę równania 


к du ао\ 1 [а> 
(13) бе (9) *8 (az) |' 


rozumiejąc przez F funkcyę zależną od natury ciała z ktorego 
włókno jest utworzone. 


35. Główny charakter włokna. — Wprowadzając do 
równań (8) element ds łuku krzywej (3) znajdujemy, najpierw 


р KŻ 24M 


ds" ds ds 


х y ddi y dedy 
a A "URE: AGE ds 


TOR dy e 
ds ds ds 
dx dy dz 


a następnie, po podzieleniu przez iłoczyn — = = } 
ер ‚В р р А @$ ds ds 


М. й М в Ut. SO FR. RER 5. Als т 
(14) [асу ауу? [ар ау dy dz azdz атчу ’ 
ds ) (2) Б) ds ds ds ds ds ds 


gdzie T oznacza wspólna wartość równych sobie stosunków 
(14). 
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Ztąd wypadają równania 


dające ciśnienia (N; Т) w każdym punkcie włókna, w funkeyi 
dostaw katów, które styczna do krzywej (3) tworzy z osiami 
współrzędnych, i nieznanej jeszcze ilości T. Ażeby charakter 
tej nieznanej wyznaczyć, nazwijmy przez X, Y, Z składowe 
według osi współrzędnych, ciśnienia wywieranego na jednostkę 
elementu prostopadłego do krzywej (3). Dostawami kątów 
które normalna tego elementu tworzy z osiami z, y, z są te 
same ilości, | 

de dy dz 

US де ШШ” 
które oznaczają dostawy kątów utworzonych przez stycznę do 
krzywej (3) z temiż osiami; stosując zatem twierdzenie (5) 
ШІ, 12] znajdujemy najpierw 


ат ау dz 

== = 2:4 
XGN TAT, + TĘ: 
ат йу т E 
= е * Naga * HGT: 
dx dy . dz 

ZEE, |, T N, ¿N 24 
== "IAR T > 


a następnie, wprowadzając drugie strony równań (45), otrzy- 
mujemy 


albowiem jest tożsamościowo 
(da 2 (dy 2 (dz м 
(e) +: s + (2) =A. 
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Znalezione teraz wartości na X, YiZ dowodzą, że funkcya 
T jest wartością ciśnienia, wywieranego na jednostkę elementu 
płaskiego, prostopadłego do krzywej (3), i że kierunek tego ciś- 
nienia schodzi się z kierunkiem stycznej do tejże krzywej, lub 
co na jedno wychodzi, z kierunkiem normalnej do ele- 
mentu. Funkcya Т nazywa się natężeniem włókna w punkcie M. 


Oznaczmy przez m,n i p dostawy katów które normalna 
do krzywej (3) tworzy z osiami 2, у, z i szukajmy składowych 
ciśnienia, wywieranego w punkcie M włókna, na element pła- 
ski styczny do krzywej (3). Podług przytoczonego już twierdze- 
nia (5) [22] і równań (15), składowe odpowiadające jednostce 
tego elementu mają wyrażenia 


dz dx dy Шү. >. 
mN, + nT, + рТ, =т (тт +" +p3)=0. 


тт, nN, + pT, =T 2 (=: п =) =% 


So а: 4 ЗЕ i 
mT, + nT, + PN, = ("т +n- р) == 0; 


albowiem jest tożsamościo a 


т dy dz 
mp PRE м9: 


z powodu wzajemnej prostopadłości stycznej i normalnej, 
w tym samym punkcie krzywej linii (3). Własność (а dowodzi 
jednocześnie dwóch rzeczy : najprzód, że elementa styczne do 
krzywej (3) nie doznają żadnych ciśnień, powtóre, że ciśnie- 
nia wywierane na pozostałe elementa działają w kierunku - 
stycznej do krzywej (3). 

ОА 


Rugujac trzy ilości —, = i — z sześciu równań (15 
guja ds” ds ds 8” 


http://rcin.org.pl 


LEKCXA SIÓDMA 89 
znajdujemy bardzo łatwo 
N, +N, + №, =" 
RON =N"N. N: 
N; N,— T*,==0, NN —T'*»==0, N,N;ę — T, =0, 
co daje 
N, N; ++ №, N; №, №, — Т, — 1, — 1, =0, 
№, №, N, + 2T, T, T, — №, T —'N, Т, — №, Т, 
=2 (Т, T; T; — №, №, N,) + №, (N, N, — T*,) 
+ N, (Nz №, — Т,) + №, (М, №, — Т) =0. 


Dwa zatem ostatnie wyrazy równania (14) [V, 22] odpadają» 
a ztąd, jedno tylko ciśnienie główne T jest różnem od zera. 
Składając ten wypadek z poprzedzającemi, główny charakter 
włókna określi się jak następuje : w każdym punkcie włókna dwa 
z ciśnień głównych (ciśnienia na elementa styczne do włókna) за 
zerami, a wszystkie inne ciśnienia działają w kierunku stycznej do 
włókna, z którą sie schodzi wiazka ciśnień. 
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LEKCYA VIII 


Rówaania rachn i równowagi wiókna, — Przypadki szczególne. — Zakończenie działu. 


36. Równania ruchu i równowagi włókna. — Ozna- 
czywszy kształt pracy mechanicznej jednostki elementu 
[ҮП, 34] i główny charakter włókna [VII, 35] przystępujemy 
do wyznaczenia warunków jego ruchu i równowagi. Szukajmy 
w tym celu przyrostu pracy mechanicznej tej części włókna 
(3) ТҮП, 33] która jest ograniczoną dwoma przecięciami nor- 


malnemi о i о”. Całka pojedyncza f Пор, rozumiejąc 


przez ôP drugą stronę równania (7) [34]. wzięta w granicach 
zmiennej 2 odpowiadających przecięciom w і w”, jest oczy- 
wiście szukanym przyrostem, który także, za pomocą znanej 
metody całkowania przez części [П, 9], przedstawić można 
jak następuje 


съвр = (da ON oy p O Bzy 4. WOT] 
| dz dx da j 


(1) + lo (N, (20) + T, (20) -+ Т, (2ш) } 
+ ko” |, (8и) + T' (80) + Т”, w) } ; 


ilosci N і М", T,i TY, Т, TY, (20) i (89)", (20) i (èv), (дш) 


v \ 
i (дш)! oznaczają tutaj wartości ciśnień N,, Tą, Т, і wartości 
fankcyj 2и, 20, 8ш przypadające na granicach całkowania, а 
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LZ" * , i 
zip % dostawami katów które normalne zewnetrzne do 
t (4 


przecięć w i о” tworzą z osią rów, 
Nazwijmy przez р gęstość włókna w punkcie M a przez X,, 


Y, Zo skłądowe, według osi w, y, z, siły działającej na je- 
dnostkę jego massy w tym samym punkcie. Różnice 


Ф (х, — ле deko, 0 (х. 4 ) deho, ау) 
są jak wiadomo [П, 10] równemi odpowiednim współczynni- 


kom ilości ди, 20, ów pod całką pojedynczą w drugiej stronie 
równania (i). То daje, po opuszczeniu wspólnego czynnika dz, 


i ' dhò N 
| Tie —— +- ohwX PAL а. 5, 
= Фот} 
(2) T + 0 ой» Y == TE 
| ghe Te Pw 
c w + ойо Z, = pho — TE" 


równania ruchu w każdym punkcie włókna. Zastępując, w dru- 
giem i w trzeciem z tych równań, ilości Тз i Т, przez dru- 
gie strony równań (11) [34], wykonywając następnie wskazane 
różniczkowania, uwzględniając pierwsze równanie (2) i dzie- 
lac otrzymane wypadki przez ho, grupa (2) przechodzi na 
układ równań 


dho №, =, = шт, 
| dx 
‹ | ЖЕНЕ: dh) ___ (do диаг 
ч) АЫ. ағ dz): 
‚„ dw (Za dw dw du a 
n Ana — Godz)! 
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Ponieważ mamy, podług (5) [33] i (15) [35] 
dr dz 

4 у, =, me, aE, 

( ) 1 ds , 3 ds , ds? 
współczynniki ilości (2и) i (8u)', (20) i (20)", (8w) i (wy, 
w drugiej stronie równania (1), są składowemi ciśnień, wywie- 
ranych па dwa krańcowe elementa о’ i о’ uważanego włókna; 
nazywając je przez wX’ i wX’, wY і oY’, wZ i о", jest 
oczywiście 


крут), r=rr=r(f), 


| -I жу = 
| КТ, =T (2). 
gdzie Т i T” są ciśnieniami wywieranemi na jednostki prze- 


a o'i al a LI dyy ‚(#у\' (dzy ; (dzy” 
ў 1 „ds dsj ’ s) | AE ds ds 


są dostawami kątów, które normalne zewnętrzne tych prze- 
cięć tworzą z osiami współrzędnych. 


| 


W równaniach (3) i (5) należy jeszcze zastąpić ciśnienie N, 


przez pochodnę funkcyi P (13) [34] względem е ‚ tojest przez 
L 
drugę stronę równania 


lu dv 1 (дих? 
N, =F re а (dw)*) 
й s (w) *s(ar) | 
Podstawienie to zamienia równania (3), pierwszego rzędu 


względem N,, na równania rzędu drugiego względem funkcyj 
u, v,w, podczas gdy równania (5) stają się tylko równaniami 
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rzędu pierwszego. Całki więc (u, v, w) równań rzędu drugiego 
(3) sprawdzać jeszcze powinny warunki rzędu pierwszego (3) 
na skrajnościach włókna. W wielu bardzo przypadkach oba 
końce włókna są nieruchomemi, wartości zatem całek u, v, w 
są na końcach krzywej (3) [33] zerami, a drugie strony równań 
(5) dają ciśnienia na jednostki przecięć о i о”, które należy 
tam zrównoważyć ażeby pomieniony warunek otrzymać. 

Z przyczyny równań (10) [34] funkcye 


v= fit, Y, i), w=f(z, у, t) 
przedstawiają równania krzywej przez środek włókna przecho- 
dzącej (osi włókna), a z tego powodu, po zcałkowaniu równań 
(3) nie znalibyśmy pierwotnego jej kształtu do którego się 
znalezione wartości funkcyj и, v, w odnoszą. Ażeby kształt ten 
oznaczyć, należy założyć równowagę założonego włókna L. j. 
zastąpić zerami drugie strony równań (3) lub (2). Wykonajmy 
to na równaniach (2), t. j. załóżmy 


dlo № dho T. 
dz ' + ойл» X, == 0, T * + pho Y, = 0 
ŚM + оло Z, 0. 


Podstawiając za AN;,, ЛТ», AT, drugie strony równań (4) а za 
h wartość jego (5) [33], znajdujemy bardzo łatwo 


f n у 
аот а do T dy 
ds ; 5 > 
| P +X, =0, EF + oZ =0, 
6) И 
дот < 
ds + wpf =0 
\ ds dk, { 
lub, po rozwinięciu, 
dz do T U 
т do Кек, Е A; 
T 7 е + орХ,==0, 
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2 


dy дт 

7 з Жыз oT- орї, = 0, 
' dz 

dz WT 78 


ЕЕ ә оТ ыле + wpZ, 0. 
* Równania te pomnożone odpowiednio przez dz, dy, dz, ido- 
dane stronami odpowiadającemi, dają, па mocy związków 


dati (dyj* o (dea 

Fini Za krs 
dz qg% +% dy dz 
ачабо, 
summę 


(7) dw'T + po (X dx + Үау + Айс) =0. 


Równania (6) mogą służyć do rozwiązania dwóch zadań od- 
wrotnych. Jeżeli kształt włókna jest znany, równania te dają, 
przez wyrugowanie T za pomocą równania (7), dwa warunki 
którym powinny zadosyć uczynić siły X,, Yə Z, działające 
na massę, ażeby włókno było w równowadze; wprowadziwszy 
warunki te do różniczki (7) wyznaczymy natężenie T w każdym 
punkcie włókna, przez zcałkowanie jej w granicach danych. 
Jeżeli zaś przeciwnie, wiadome są siły X,, Ү,, Z, w funkcyi 
æ, yi z, równania (6) powinny wyznaczyć kształt włókna 
i prawa które rządzą nalężeniem T w każdym jego punkcie. 
To drugie zadanie jest dla nas ważniejszem, albowiem znajdu- 
jemy w ten sposób kształt włókna, do którego się całki (u, v, w) 

‚ równań (3) odnoszą. 


37. Przypadki szczególne. — Jeżeli wszystkie punkta 
włókna poruszają się na płaszczyznach względem siebie ró- 
wnoległych, to biorąc ich kierunek za kierunek płaszczyzny * 
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współrzędnych у, z, mamy oczywiście 


24 wha (dè tfd] _ ((do? (доу 
«зке (Шү 8 (as) 10а) 0 


Lecz w takim razie funkcya AWN, zadosyć czyni równaniu 


Lol N 


—— + pho X, = 0 


1 \ 
М, = (1 — f хл») , 


rozumiejąc przez k ilość stałą która weszła z całkowania. Ztąd 
pokazuje się, że ciśnienie №, zależy rzeczywiście od ilości 


2 
(z) + (2) › z powodu wartości 


ат dæ 
dv dw\? 
h=\/ 1+ ү z) + (тг) i 
Tak otrzymaną wartość N, należy podstawić w dwa pozo- 


stałe równania (3), co daje bardzo łatwo dwa jednoczesne ró- 
wnania 


( (E= fox) + pho (X, хо) = elo 


które daje 


dz dt 
(8 
| е hoX,dz) + ho(2 си Z | mea SE, 
de | а Бн Jedn: М 


posiadające za całki szukane funkcye v i w. 


38. Zakończenie Działu. — Przebiegłszy po kolei, naj- 
przód ciała trzywymiarowe a następnie błony i włókna, t.j. 
ciała dwu i jednowymiarowe, zamykamy z końcem tego 
ustępu pierwszy dział naszego wykładu. Naturalny ten podział 
pod względem geometrycznym, usprawiedliwiliśmy także ze 
stanowiska mechanicznego, a wyniki które z tych badań wy- 
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padły charakteryzują go daleko lepiej, aniżeliby to można 
opowiedzieć najwymowniejszym nawet językiem. Zdaje się 
przeto że streszczanie tego działu byłoby zbytecznem. Lecz 
z drugiej strony, uważamy za rzecz sciśle z wykładem naszym 
związaną, zwrócić uwagę czytelnika na niektóre jego punkta, 
a mianowicie na te, które go głównie charakteryzują. 


W ustępach zatytułowanych « Główny charakter błony [29] 
i włókna [35)» wykazaliśmy że powierzchnie tych ciał niedo- 
znają żadnych ciśnień i że wszystkie pozostałe ciśnienia działają 
zawsze w płaszczyznie stycznej do błony, jeżeli to jest błona, 
lub w linii stycznej do włókna, jeżeli ta jest włókno. Włas- 
ności te, wraz z definicyami geometrycznemi błony i włókna, 
brano dotąd za punkt wyjścia w badaniach nad temi dwoma 
rodzajami ciał, i naturalnie, nie popełniano przez to żadnego 
błędu, albowiem prawa te charekteryzują je rzeczywiście. Lecz 
jeżeli nie popełniano błędu, wychodzono zato z zasady bardzo 
niejasnej. Ażeby kwestya ta mogła być łatwiejszą do zrozumie- 
nia, przypominamy, (na cośmy już wyżej [17] zwracali uwagę,) 
o różnicy pomiędzy ciśnieniem na element płaski i ciśnieniem 
na punkt przez który tenże element przechodzi. 


Z określeń błony i włókna, dopiero co przytoczonych, wy- 
nika bezpośrednio, że oba te ciała zostają w równowadze tylko 
pod wpływem sił działających na ich massę i sił działających 
na brzegi błony lub na końce włókna, stosownie do przypadku 
w którym jesteśmy. Można jednak wyobrazić sobie, również 
w stanie równowagi, błonę ciężką wyciągniętą i znaczniej 
obciążoną w niektórych jej punktach, tudzież włókno ciężkie, 
stale w dwóch końcach umocowane, z pozawieszanemi gdzie 
niegdzie ciężarami. Znając tylko deflnicye geometryczne błony 
i włókna, trudnoby z tych zjawisk wywnioskować, że rzeczy- 
wiście powierzchnie będących w mowie ciał nie ulegają ża- 
dnym ciśnieniom; albowiem ciężary na nich pozawieszane posia- 
dają na pierwszy rzut oka rolę bardzo dwóznaczną, t. j. 
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nie wiadomo, czy je brać za ciśnienia na elementa powierzchni 
błony lub włókna, czyteż za ciśnienia na punkta przez które 
te elementa przechodzą. * 


Dopiero gdy znamy mechaniczne określenia tych ciał, 
wiemy dobrze że elementa ich powierzchni nie ulegają żadnym 
ciśnieniom, a więc, że błona w kierunku swojej grubości 
a włókno w każdym kierunku przecięcia normalnego do swo- 
jej osi, niedoznają żadnych zmian t. j. zachowują w tych kie- 
runkach charakter ciała sztywnego. Wtedy, poprowadziwszy 
w błonie powierzchnię środkową a we włóknie oś krzywą, na- 
leży ciężary, któremi obciążyliśmy te ciała, odnieść do punktów 
tej krzywej powierzchni lub linii,lub, co na jedno wychodzi, 
dodać ich składowe do pierwszych stron równań (15) [30] lub 
(2) [36]; ciężary te bowiem mogą się równoważyć tylko z ciś- 
nieniami istniejącemi, a zatem z ciśnieniami wywióranemi na 
рипка błony lub włókna, gdyż ciśnień działających na ich 
powierzchnie niema. Widzimy więc oczywiście, że biorąc za 
podstawę do określenia mechanicznego błony lub włókna 
spostrzeżenie, nie jesteśmy zbyt jaśni stawiając a priori to, 
cośmy nazwali głównym ich charakterem. 


Dla tej przyczyny woleliśmy przyjąć, że błona jestto ciało, 
o dwóch wymiarach znaczniejszych i jednym bardzo małym, 
którego odkształcenia odnoszą się tylko do punktów jego środ- 
kowej powierzchni, a zatem w którćm funkcye (u, v, w), 
odkształcenia te przedstawiające, zależąc jedynie od współ- 
rzędnych tych punktów, zawierają tylko dwie zmienne nie- 
zależne (c, у), albowiem trzecia zmienna (z) związana jest 
z poprzedzającemi przez równanie tej powierzchni. 


Podobnie także przez włókno, rozumieliśmy ciało, o jed- 
nym wymiarze znaczniejszym i dwóch bardzo małych, któ- 
rego odkształcenia przedstawiają funkcye (u, v, w) odnoszące 
się do jego krzywej osi i zawierające jednę tylko zmienną nie- 

ч 
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zależną (z), albowiem dwie pozostałe (y, z) zależą od poprze- 
dzającej, za pomocą dwóch równań przedstawiających tęż oś. 


Następnie, kierując się podobną metodą jak w ciałach 
trójwymiarowych, wzięliśmy zapunkt wyjścia określenie pracy 
mechanicznej jednostki elementu błony i włókna, co nas do- 
prowadziło nietylko do twierdzeń [29]i[35] ale jeszcze i do 
twierdzeń (11) [28] i (13) [34], jeżeli nie ważniejszych to przy- 
najmniej równie im ważnych. Uważając bowiem błonę i włó- 
kno jako ciała zdefiniowane, należało oczywiście wykazać 
w jaki sposób warunki ich ruchu lub równowagi zależą od ich 
definicyi, a w jaki zależą od natury ciała z którego są utworzo- 
nemi. Wymienione twierdzenia (11) i (13) kwestyę tę w zupeł- 
ności roztrzygają. 


Oto są prawdziwe wypadki badań mechaniki cząsteczkowej, 
wypadki których można się było spodziewać i otrzymać, ale 
tylko za pomocą tej metody jakaśmy w tym celu zastosowali, 
t. j. metody opierającej się na pojęciu pracy mechanicznej. 


"Na tem kończymy dział pierwszy i zarazem ogólną teoryę 
mechaniki cząsteczkowej, z zamiarem jednak rozpoczęcia jej 
na nowo, wychodząc z innego punktu widzenia. Jużto, ażeby 
odkryć nowe prawdy których jeszcze nie poznaliśmy, jużto, 
ażeby dowieść powtórnie prawd znalezionych, już nareszcie, 
ażeby przedstawić równania ruchu lub równowagi pod kształ- 
tem dogodniejszym do rozwiązania pewnych szczególnych 
zadań, wypada jeszcze rozwiązać główne zadanie mechaniki 
cząsteczkowej we współrzędnych krzywokreślnych, których 
teorya nietylko że się Ściśle wiąże z tą umiejętnością, ale na- 
wet bierze w niej swój początek. 
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LEKCYA IX 


Definicya powierzchni izostatycznych. — Początek współrzędnych krzywokreślnych. — 
Definicya niezmiennika i jego parametrów różniczkowych. — Zadanie współrzędnych 
krzy wokreślnych. — Związki wynikające z prostopadłości, = Definicya geometryczna 
parametru różniczkowego pierwszego rzędu. 


39. Definicya powierzchni izostatycznych. — Badając 
własności elipsoidy ciśnień, dowiedliśmy [V, 22] że w każdym 
punkcie ciała istnieją zawsze trzy elementa płaskie, wzajemnie 
prostopadłe, na które wywierają się same tylko ciśnienia nor- 
malne, zwane ciśnieniami głównemi, i które stanowią jedyny 
układ posiadający tę własność, jeżeli trzy osie elipsoidy ciś- 
nień ва pomiędzy sobą różnemi. 


Przypuśćmy że tak jest w całej przestrzeni ciała i że prze- 
chodząc po kolei od punktu do punktu elipsoida ciśnień, 
zawsze o trzech osiach nierównych, doznaje tylko bardzo 
małych zmian w ich wielkościach i kierunkach ; w ten sposób 
wyjmujemy przypadki w którychby elipsoida ta była sferoidą 
lub kulą, jak również i te, w którychby doznawała zmian 
nieciągłych, t. j. nagłych i znacznych. Ostatnie założenie może 
mieć zawsze miejsce w przypuszczeniu że materya jest ciągłą 
i że jako taka zastępuje tylko ciało, jeżeli się ono składa 
z cząsteczek pomiędzy sobą oddzielonych; to nie narzuca wcale 
żadnych szczególnych hipotez dotyczących praw odkształcania 
się ciała sposobem ciągłym. 
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Jeżeli wtenczas, począwszy od pewnego punktu ciała, prze- 
chodzimy, na jednym z elementów płaskich podległych ciśnie- 
niom głównym, do innego punktu nieskończenie sąsiedniego, 
i jeżeli począwszy od tego nowego punktu kierujemy się ku 
trzeciemu położonemu na płaszczyznie głównej, pierwotnej 
lecz bardzo mało zbaczającej, t. j. na płaszczyznie głównej dru- 
giego punktu, i tak następnie; można w ten sposób narysować 
powierzchnią ciągłą, rozdzielającą ciało na dwie części, wy- 
wierające na siebie same tylko ciśnienia normalne. 


Ztąd bezpośrednio wynika, że uważając jednocześnie trzy 
elementa płaskie podległe ciśnieniom głównym i zmienia- 
jace swoje położenie sposobem ciągłym w całej przestrzeni 
ciała; wszystkie te trójki elementów tworzą trzy familie po- 
wierzchni do siebie prostopadłych, które Lawć nazywa powierz- 
chniami izostatycznemi, i które są jedynemi z powierzchni w ciele 
ulegających samym tylko ciśnieniom normalnym. Nie należy 
zapominać że ciśnienia te są zarazem ciśnieniami głównemi, 
jakie w całej przestrzeni ciała istnieją. 


40. Początek współrzędnych krzywokreślnych. — 
Łatwo jest także zauważyć że wszystkie układy izostatyczne 
rozdzielają przestrzeń ciała na elementa nieskończenie małe 
o krawędziach krzywych do siebie prostopadłych, będących 
elementami łaków wspólnych przecięć powierzchni izosta- 
tycznych, i o ścianach także krzywych będących elementami 
tychże powierzchni. 


Każda z powierzchni izostatycznych jednego układu posiada 
swój parametr stały, zmienny od jednej powierzchni do dru- 
giej w tej samej familii. Trzy parametry tworzą oczywiście 
układ współrzędnych, albowiem po nadaniu im wartości szcze- 
gólnych, należą do trzech tylko powierzchni przecinających 
się prostokątnie w jednym punkcie (do jednego układu), który 
za pomocą tych wartości jest zupełnie wyznaczonym. 
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Zamiast układu powierzchni izostalycznyeh można wziąć 
układ trzech powierzchni do siebie prostopadłych, jakichko|- 
wiek; w ten sposób przestrzeń ciała rozdziela się także na ele- 
menta krzywokreślne, o ścianach jednak nie ulegających ci- 
śnieniom normalnym, jak toma miejsce w układzie izostatycz- 
nym, ale ulegających ciśnieniom pochyłym. Tu jest początek 
współrzędnych krzywokreślnych, których zastosowanie w me- 
chanice cząsteczkowej jest koniecznem, jeżeli chcemy trakto- 
wać ciała kształtu danego. 


Jakoż, we wszystkich prawie gałęziach tej umiejętności 
chodzi zawsze o wyznaczenie trzech funkcyj (u, v, w), sprawdza- 
jacych trzy jednoczesne i cząstkowe równania drugiego rzędu 
w każdym punkcie ciała, i trzy jednoczesne i cząstkowe równa- 
nia rzędu pierwszego na jego powierzchni. To podwójne całko- 
wanie byłoby często niemożliwem do wykonania jeżeliby nie 
można było odnieść punktów ciała do takiego układu współ- 
rzędnych, w którym powierzchnia ciała lub każda z jej składo- 
wych części wyrażają się przez jedną z tych współrzędnych 
przyrównaną do ilości stałej. W ten tylko sposób można 
traktować prostościan za pomocą współrzędnych prostokąt- 
nych; walec prosty za pomocą współrzędnych biegunowych; 
kulę za pomocą współrzędnych kulistych: elipsoidę za pomocą 
współrzędnych eliptycznych i t. d. 


41. Definicya niezmiennika i jego parametrów róż- 
niczkowych. — Przed rozpoczęciem nauki o współrzęd- 
nych krzywokreślnych, niektóre określenia są niezbędnemi. 


Widzieliśmy wyżej ПУ, 19] że praca mechaniczna jednostki - 
Р i SRO: PASE REL BCC? 

elementu уа jest niezmiennikiem sześciu ilości NAD, 
i d(x,y, z) 

widzieliśmy także [IV, 18], [V, 20] że pochodne częściowe 


tejże pracy, t. j. ciśnienia N;, T;, jak również, i funkcye u, v, w, 
posiadają różne wartości w tym samym punkcie, jeżeli się 


karszawskiegp http://rcin.org.pl 


102 CZĘŚĆ RÓŻNICZROWA 


odnoszą do różnych położeń układu osi prostokątnych, gdy 
tenże porusza się około swojego początku. 


A zatem, jeżeli u,v,w przedstawiają odkształcenia w danym 
punkcie ciała ; jeżeli №, T; oznaczają ciśnienia tam przypada- 
jące; i nareszcie, jeżeli P jest pracą mechaniczną jednostki 
elementu w tym samym punkcie ; to, gdy wszystkie te ilości 
odnoszą się do układu współrzędnych prostokątnych, mają- 
cego tylko oznaczony początek, jedna z nich tylko funkcya P 
posiada wartosć jedyną i oznaczoną, podczas gdy pozostałe 
funkcye (N;, Т,) i (u, v, w) posiadają różne wartości dla różnych 
położeń tego układu, t.j. wartości nioznaczone, albowiem po- 
łożenie jego, z wyjątkiem początku, jest także nieoznaczonóm. 


Ztąd oczywiście wypada, że mając funkcyę F zależną od 
trzech współrzędnych (z,y,z) punktu odniesionego do osi 
prostokątnych o stałym tylko początku, należy się jeszcze 
pytać, czy funkcya ta posiada wartość oznaczoną w danym 
punkcie, czy też wartość jej zależy oprócz tego od położenia 
układu współrzędnych. 

Otóż, nazwiemy niezmiennikiem taką tylko funkcyę F, która 
w każdym punkcie М (2, у, х) і w kaźdćm położeniu układu 
współrzędnych posiada wartość jedyną i oznaczoną. 

Jeżeli F jest tak określonym niezmiennikiem, pochodne 
dF dF dF Е эн DONE А. Sek 
TA dy” єс własności tej nie posiadają. Wyraziwszy 
bowiem  niezmiennik F w nowych współrzędnych 
prostokątnych (2, у', 2), nowe pochodne (E aF T) 


otrzymują się za pomocą dawnych (z Р F) > róż- 


de” dy” dz 
niczkując F jako funkcyę ilości z, y, z danych przez równania 
TEME + my + туг, 
у==т@' + ny + пут, 
=p, + py + рус, 
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w których m, ni, p, oznaczają dostawy tablicy (6) [18]. То 
prowadzi do związków 


| dF dF? d? dF 


m "de" "dy Ж! 
dF dF dF dF 
(4) dy"! = ody Р 
[а а, ағ ар | 
"а "у Pi 


stwierdzających nasze założenie, i które także, podniesione 
do kwadratu i dodane stronami odpowiadającemi, dają, na 
mocy równań (8) [18], inny związek 


dF OW + AEN оу аре aya 
(а) + (m) + (e) — (e) (4) E) 
dowodzący, że summa kwadratów z pochodnych niezmiennika F, 
jest również niezmiennikiem. 


Różniczkując pówtórnie równania (1), pierwsze względem 
су drugie względem y; trzecie względem z; i uważając 
w {бш różniczkowaniu pochodne | ka Ф: са za funkcye 

dz „dy dz 
zmiennych z, у, 2, danych przez te same jak poprzednio ró- 
wnania, znajdujemy bardzo łatwo 


ФЕ ‚ФЕ af F 


ZAW w» fol а Е р? FA 


+ 2n + 2рџил, ry + 2m 


2 
1 КЕЛИ 
ФЕ 2 Cz) :ФЕ «ГЕ 
ау? "а Ta RS dy? i а? 


dF ФЕ 
+ пр, ora + 2р,т, Zd + 2m 


ФЕ 
Di dydz 


ФЕ 
э» Tedy ? 
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ФЕ „ФЕ ФЕ ‚ФР 
д "аа "dy Р ал 


ФЕ ФЕ ФЕ 
п.р. +- 9 ZA РАТ Z 
+ NPs dyd: + 2рут, TEA +2mn, pra Й 
a dodając stronami odpowiadającemi, mamy, па тосу związ- 
ków (8) [18], 


ТР ТР ТЕ СЕ ТЕ ФЕ. 
ЛШ 06: ОИ рТ. dz” 
co dowodzi, że summa trzech drugich pochodnych. względem 
х,у iz niezmiennika F jest także niezmiennikiem. 


Rozumiejąc przez ү +(+ Z) nie wartość 
dz dy, dz 


bezwzględną pierwiastku lecz wartość jego właściwą, zało- 
żymy dla krótkości 


dẸ\e ' ДЕ \? dFPĄŻ 
‚р ЧЕ 
ату (T) + (ш) + (2) 
dF -PFR dE 


\ U 


APh 


i nazwiemy, wraz z 1лмЁ”м, A'F parametrem różniczkowym rzędu 
pierwszego, а AF parametrem różniczkowym rzędu drugiego 
niezmiennika F. 


42. Zadanie współrzędnych krzywokreślnych. —Po 
tych uwagach wstępnych przystępujemy do określenia zadania 
współrzędnych krzywokreślnych. Niech będą trzy niezmien- 
niki, | 

Һ(2, у, 2, Һа, 0, 2), Һу, 2), 
zależne od trzech zmiennych (2, у, z) przedstawiających współ” 
rzędne prostokątne pewnego punktu M. Niezmienniki te posia- 
daja wartości oznaczone i szczególne w każdym punkcie M; 
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oznaczając je przez a,, «,, ж, mamy 


П 


(e, у, 5) = 43, 
(2) Г, Y, 5) Fu, 
IKE, у, ==, 
i każdemu punktowi M(x, y, z) odpowiada jedyny układ warto- 
ŚCI dy, Cs, 08. 
Równania (2) rozwiązane względem 2, у i z, dają oczywiście 
L= Yht tę, 14), 
Y = Gt 44 45), 
Z= galbi 49 б); 


każda więc funkcya zmiennych niezależnych 2, у, 2 może się 
wyrazić jako funkcya zmiennych niezależnych о, ж. 


Którebadź z równań (2), 
(3) fit, у, 2) Ew, 


przedstawia powierzchnię o parametrze stałym «;; zmieniające 
ten parametr otrzymujemy co raz inne powierzchnie, należące 
do tej samej familii. 


A zatem, jakikolwiek punkt M oznaczony za pomocą współ- 
rzędnych 2, у, 2, lub za pomocą współrzędnych о, ży, жу, jest 
w pierwszym razie wspólnćm przecięciem trzech płaszczyzn 
równoległych do płaszczyzn współrzędnych, w drugim zaś, 
jest wspólnćm przecięciem trzech powierzchni (2). Ztąd 
współrzędne 2, xx; nazywają się krzywokreślnemi. 


Przejście od współrzędnych prostokreślnych do krzywokreśl- 
nych, sprowadza się oczywiście do zamiany zmiennych nieza- 
leżnych с, у, na zmienne niezależne 2,, «,, х; lecz jeżeli po- 
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wierzchnie (2) przecinają się wszędzie pod kątem prostym, 
działanie to może być znacznie uproszczonóm, z powodu 
szczególnych własności które wtenczas powierzchnie te po- 
siadają. 


Warunek' prostopadłości powierzchni (2) jest koniecznym, 
w celu jaki założyliśmy; powierzchnie bowiem izostatyczne, 
których prawa cheemy odnaleźć, przecinają się wszędzie pod 
kątem prostym i posiadają z tego powodu przedewszystkiem 
własności jakiegolwiek układu trzech familij powierzchni po- 
trójnie prostopadłych. F 


Nauka więc o współrzędnych krzywokreślnych jest to po 
prostu geometrya, nie traktująca jednak własności bądź to 
jednej tylko krzywej linii, bądź to jednej tylko krzywej po- 
wierzchni, ale badająca od razu własności trzech familij po- 
wierzchni (2), przecinających się wszędzie pod katem pros- 
tym i rozdzielających przestrzeń daną na prostościany krzy- 
wokreślne. 


43. Związki wynikające z prostopadłości. — Po- 
wróćmy teraz do równań (2), które powinny przedstawiać trzy 
familie powierzchni wzajemnie prostopadłych. Stałość tej wła- 
sności daje, pomiędzy pochodnemi niezmieników 24, %, о, 
pewne związki, zawierające wszystkie prawa, które mają być 
w tej nauce zbadanemi. , 


Płaszczyzna styczna, do jednej (3) z powierzchni (2), ma za 
równanie 


da, ы daj ma da; EN 
ш 0-9-0 0—90, 


rozumiejąc przez X,Y,Z współrzędne bieżące płaszczyzny, 
a przez «,y, z współrzędne punktu styczności. 


Oznaczmy przez h,;=A'«, parametr różniczkowy rzędu 
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pierwszego niezmiennika a,, t.j. założmy 


o we(ejs(gj+(ój” 


Wtedy normalna do powierzchni (3) tworzy z osiami 2, y, 
s kąty, mające za dostawy 
4 du, 4 du, 4 da, 
6 —– Ta. t =7 = т У SEK 
(8) "== "hdi а? 
z których, zastępując po kolei znaczek przez 4, 2, 3, otrzymu- 
` jemy dostawy katów, utworzonych z osiami 2, у, 2 przez nor- 
malne do trzech powierzchni (2) we wspólnym punkcie M. 
Kieranki tych normalnych można uważać za kierunki no- 
wych osi współrzędnych prostokątnych (z, у, 2) punktu M; 
wtedy tablica (6) [18] zamienia się na tablicę 


(7) 


p z = 


w której zastąpiliśmy także ilości w,v, ш przez U, V, W. 
Ztąd wypada, że dostawy tablicy (7) podstawione za Mi, ni, 
рь powinny sprawdzać związki (7) i (8) [18]. То daje naj- 
przód trzy związki (5), zakładając po kolei ż=1; 1== 2; i=83 
następnie zaś znajdujemy 
| du, dag | da, day | du, da, _ 
dz de dy dy” dz dz KW 
dzą da, _ da, du da, da, __ 
©) dr dz! dy dy dz dz 
da, da, ‚ da, da, du, da, _ 
|dz to dy dy” du dz 


, 


=0. 
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Formuły znowuż odwrotne (8) [18] prowadzą do równań 
1 /da,)* da, ША 
(ж) (в) (ш) =" 


@х, 4 [шү „+4 Йй АТК 
;(G) а) (а) =® 


(9) 


Жы związkami któreśmy otrzymali, jedyne tylko wa- 
runki (8) są wystarczająacemi do wyrażenia prostopadłości 
powierzchni (2); związki bowiem (5) wynikają z określenia 
parametru różniczkowego pierwszego rzędu A; a związki (9) 
otrzymać można z (5) i (8). 


44. Definicya geometryczna parametru różniczko- 
wego pierwszego rzędu. —Jakkolwiek ilość /; może się wy- 


da; da, da + : PA 
rażać (5) przez pochodne е? АДЕТ ważnem jest jed- 


nak uważać ją oddzielnie za funkcyę badź to współrzędnych 
prostokątnych «, y, z, bądź współrzędnych krzywokreślnych 
Ai, dą, wg. W ten sposób parametr różniczkowy pierwszego 
rzędu określa się geometrycznie, czego brakuje funkcyom 
da, du; dai 
T’ dy” dz” 


Jakoż, oznaczające przez ds, element normalnej do powierz- 
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chni (3) ж, aprzez dw, dy, dz rzuty tego elementu na osie 
współrzędnych 2, у, z, mamy tożsamościowo 


de__A da, dy _ 1 daj dz 


BR ds; hdo’ ds, Һау ds; - 


zB, 
h: dz 


a następnie po wymnożeniu otrzymanych tak równań przez 
dx, dy, dz, i po dodaniu ich do siebie stronami odpowiada- 
Jacemi, znajdujemy oczywiście 


(11) d=% 


albowiem jest 
ал? + dy? + dz* = ds; 


dai 
T 9 


da. i 


gz 1 = du. 


dai 
+ 59 + 


Związek ten daje n=% ў 


w każdym punkcie powierzchni а; parametr różniczkowy h; jest 
granica stosunku przyrostu parametru u, do przyrostu поптатеј 
ds gdy się przechodzi po normalnej z powierzchni u, do po- 
wierzchni nieskończenie blizkiej tej samej familii. 


można zatem powiedzieć, że 
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LEKCYA X 


Formuły i przekształcenia, — Parametry różniczkowe pierwszego i drugiego rzędu we 
współrzędnych krzywokreślnych. — Twierdzenie zasadnicze. 


45. Formuły i przekształcenia. — Podstawiając wartość 
(М) ds, ПХ, 44] w formułach (10) [44] znajdujemy bardzo 
łatwo równania 


(1) dz à du dy Adu dz __4 daj 
da; hf dz” da, hè dy” da, © 


bardzo wielkiej użyteczności w przekształceniach. 


' Qznaczmy przez f jakaąbądź funkcyę zmiennych <, у, z, 
którą można uważać bądź to za zależną od współrzędnych 
prostokątnych (2, у, z), bądź to jako funkcyę współrzędnych 
krzywokreślnych (u,, ag, %). Za pomocą związków (1) znaj- 
dujemy trzy równania 


du df _ pp df de Фа df pp df dy dzydf__dfdz 


— => ==}; sz Bye 


de dz dada, dzdz dy du; dz dz РА 


które dodane stronami odpowiadającemi, dają oczywiście 


du; ар dai df dzi df 
da da dy dy dz dz 


dfde а dy ү ар dz Зарр df 
"RE 10 =}; 
Eh (7 du; * dy dy day + dz du; ? 


(2) 
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Nazywając przez a, i a, dwa którebądź z trzech niezmien- 
ników 015 9, z, a przez А jedną którąbądź z trzech ilości 
в, у,2; formuły (1) i (2) pozwalają wyznaczyć wartości 


du; qg% 
h. "5 
pochodnych a i p 


da; 
Jakoż, chcąc znaleźć pierwszą z nich to jest Ы. › różnicz- 
ti 


kujmy równanie (5) [IX, 43] względem ilości 4. To prowadzi 
do równania 


q% Paa a 
da; dk Ф daj Ф. dm dh i = 
dale  dydy . de dz Ф 


którego pierwsza strona różni się tém tylko od pierwszej 
strony równania (2), że zamiast funkcyi f stoi funkcya 
dai 


D Z tego więc powodu jest oczywiscie 


ada ш аш аб 
бщ dB da dh RÓ pa 0 
da do  dydy dadı “da” 


a następnie 


ү. ЖУН... 
du, hsdh 


(3) A аһа, Аһ б, | ба. 
Я — — 
- da, dh Е ах, dh 


ilość X oznacza tutaj którabadź ze współrzędnych 2, у, 2, 
a znak ¿ï którąbądź z trzech liczb 1, 2, 3. 
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а 
Ażeby zaś znaleźć wartość pochodnej х ад ЕА należy wyko- 
dj 
nać podobne działanie z któremkolwiek z równań (8) [43]. Ró- 
wnanie to, na mocy przyjętej umowy, ma kształt następujący 


dai daj 4 dai daj dai daj 


Gw y ZE 


a po zróżniczkowaniu go względem ilości % daje 
di q% daj 
dai dz, dh 8. A daj dh 
аг + dy dy} а dz 


(айч дч айі 
(te dì _ daj dì | daj ca чї, 
dr dz dy "dy = dz m 


Oba nawiasy, w pierwszej stronie otrzymanego teraz równa- 
nia posiadają kształt pierwszej strony równania (2), z której, 
ażeby otrzymać nawias pierwszy, należy tylko założyć 


{= а: ; i ażeby otrzymać nawias drugi, należy założyć i=j 
i = б, Dla tej przyczyny ina mocy drugiej strony ró- 


wnania (2), znajdujemy związek bardzo prosty 


qti PL 
(4) dh „odd 
h? pr + А? — Д = (0: 


Którebądź z równań (1) daje także 


R RES 
Ф; he d’ daj hd.” 


a z przyczyny tożsamości 


dh dh 

EE Бека 
Е - SE 
daj ТА dx; 3 
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mamy oczywiście 


1 da, т 1 daj 
W A h’ Ф. 
daj da; 
lub rozwijając 
da; da; 
dh dA А 
pp L pa R 3h dh da _ 20è dhy des, 
Ф ' du h dydi А da, Ф 


Związek ten, wraz z poprzedzającym (4), daje-równanie 


R айч 
(5) Ф.А dhi da; _ hè dh; daj. 


RZE а 45 


daj hi daj @). w7 h? da Т.’ 
du, 
którego druga strona przedstawia wartość -pochodnej С» 
4 


rozumiejąc przez X którąbądź z trzech ilości 2, у, z, a przez 
i j którebądź dwie różne liczby z pomiędzy trzech 1, 2, 3. 


Oznaczając przez Mi u dwie którekolwiek z trzech ilości 
X,Y, z łatwo jest znaleźć, za pomocą formuł (3) i (5), wyra- 


d daj 


żenie pochodnej R. 
du. 
Jakoż, nazwijmy przez k tę z liczb 1, 2, 3 która jest różną 
od dwóch ¿i у, i załóżmy 


— 1da; TEN 1 da; A day 

"TEA" © OZ RBA 

т 1d tda 1 da 
Cz, POZ RÓSŁ. JSK, 

21 du. ? dj hj du. А i hy dy. 
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Wtedy mamy także 
д д dai q% dz; 
E dh dai Ф). da; | б dh da 
"du. p dz dw "da; dy: day dy.” 


a na mocy (6) 


у da; da; р 
(1) d— da d> d 
da. RM M Е" аг * 


Uwzględniając związki (6) w równaniach (3) i (5), jest ró- 
wnież 
gda 
„dzą „dh, h, dh, Р hy, dh, 
di; dy hd * będa," 
dj Pa 
а dh Е AB Aa dh, 4 pap” dh; h? аА, 
daj iat "daj "h? da; * day |" da, E GA da, dai’ 
gdzie trzeci związek otrzymuje się z drugiego zastępując j 
przez k. 


Ztąd druga strona równania (7) może się jeszcze przedstawić 
jak następuje 


dhi Һара hidh; | 

{ч Ф, cidi Е A jd; i, da,” | 

B -©—» | i 
X "Иш, он) сай) 


со даје równanie symetryczne względem j i k, a więc z któ- 
q 1% ИСЕ 


rego otrzymamy —— , —— dA 
5 у у du. 7 A j "du ? 


1—1; 1—9; 1—3 izastępując odpowiednio pozostałe znaczki 
j, k przez 2, 3; 8,1; 1, 2. Równanie to jest również syme- 
trycznóm względem c i d, jak być powinno, albowiem jest 
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tożsamościowo 
{цм 
— _ du 
du dh 


Zakładając „= ħ, jest także d=c i równanie (8) zamienia się 
na następujące 


dhi s __ hi badaj, 2 hi dhr, 2 
Ge. УЫ ЖЫЛКЫ теу. 


WPF ZY а Эн „, 2h dh, 
T dy” śCj + F ж! i 


(9) 


Formuły (8) i (9) posiadaja ważną rolę w zamianie zmien- 
nych prostokątnych (2, у, х) na zmienne krzywokreślne 


(04, cą, му). 


46. Parametry różniczkowe pierwszego i drugiego 
rzędu we współrzędnych krzywokreślnych. — Nale- 
żałoby jeszcze otrzymać inne wnioski z formuł (3) i (5). 
na mocy których warunki prostopadłości powierzchni (2) 
ИХ, 42) tłumaczą się zręcznie sposobem geometrycznym, da- 
jac bardzo proste wyrażenia krzywości tych powierzchni. Lecz 
nim do tego przyjdziemy chcemy dać pierwej zastosowanie 
formuły (9) do znalezienia wyrażeń parametrów ЛЕ i ЛЕ 
we współrzędnych krzywokreślnych, wyrażeń, które за także 
ważnemi i które będa miały częste zastosowania w dalszym 
ciągu niniejszego wykładu. 

Niezmiennik F uważać zawsze można jako funkcyę współ- 
rzędnych prostokątnych (2, у, z), lub jako funkcyę współ- 
rzędnych krzywokreślnych (а, a,, о). Oznaczjąc, jak wyżej, 
przez % którąbądź z ilości 2, у, z, mamy na tej zasadzie 

© dF du, Е аа, | dF du 
(10) "RE ү ЫК САС, 
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a podnosząc obie strony do kwadratu, znajdujemy 


dF)* — (д \° (dF)* үд, \* A] da)? а z 
(2) EF (2) (z) р (Ж) (c, if (z) a 
gda da, dF dF o lds day dE dF „da, da, dF dE 


md dz" "dd kd аф. 


Równanie to przedstawia właściwie trzy różne równania, 
z których każde otrzymuje się zakładając po kolei A=z; 
A=y;A=ż. 

Tak otrzymane równania dodane do siebie stronami odpo- 
wiadającemi, dają na pierwszej stronie (А'Е)?, na mocy de- 
finicyi A'F; na drugiej zaś stronie dają, na mocy związków 
(5) i (8) ПХ, 43], drugą stronę równań 


I digg dE (2) (ау 
м) +4 (a) ** (6) 


US с 
—(a) * (a) 


gł 'dF\? 
(а, : 
albowiem jest także ИХ, 44, (11)] Ао; = @»,. 

А һу zaś znaleźć wyrażenie parametru różniczkowego 
МЕ, różniczkjumy jeszcze raz obie strony równania (10) 
względem ilości A. То daje 


| PEES = “ФЕ (58 * (ФЕ da,\? аР 
Фа Ф Nm) da? (z) da, 
RLZ da, ФЕ wą o day da, ФЕ daj da, du, ФЕ 
(12) © dh jdh dagda, | dA Т dada, Чу dh dada, 
а da, ША 


[жак | Qs par 
„ану E ус ШЕ Д\ 
TMM da ih 
du 3 da, „day 


14— Ее 
Każdą z pochodnych A z —Ę daje formuła (9) 
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zakładając po, Ше] т=з, j=4 ka 1—4, j=3, 
kat; T 1 REA: 


Ih VA EPA 
| d 40 ноа чоне 
| dA С da, Pi day ү ж da, * 
— =h 

\ 


| 
A 2h dhyo, + 2łądh, 4 | 


hy du, h, da 


4, dh, ja h, „ dhs, Ж. h, dh! dh: 
4-а М Ak 1. А da, ? z 
(13) == > 
Ф + а е REŻ dh, Ф, а 
ћ, da, * SE da, 
\ 
ih h, dh h dh 
l Gls a а асное — 803 
ds da, * Ый. д, * 
— == 
ФТ аа л ака, 


CJ + 30,0 
h da, ћу da, ** 
Równanie (12), przekształcone za pomocą związków (13), sta- 
nowi właściwie trzy równania, z których każde otrzymuje się 
zastępując ilość A przez z,y,z i odpowiednio ilość c przęz 
m, n, p. Summa tak otrzymanych równań, wypadła z dodania 


ich stronami odpowiadajacemi, podzielona przez 4,4, hy 
2 


МЕ 
h hyhy 
А?Е; na drugiej zaś stronie daje, na mocy związków (7) [IV, 
18], drugą stronę następującego równania 


h ФР sk 1 dh, h, dh, dha) 


hh, dać аа, Kde Ары Ез) Е 


daje na pierwszej stronie wyraz 


‚ na mocy definicyi 


МЕ h, ФЕ LE USED OC 


kkk, hh, du? Е: da, Mh, da, hèh, du, Ба) 


hę ФЕ dE ( Аа: Bi dh, JĄ Te) 


hę duż | dag (hyh, da, hh, day * lukę Te) 
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ao 5) ы SRDA AC SAY ы 11 A 

Zważywszy że współczynniki ilości "GE" E są odpo- 
SDE а 
wiednio rozwinięciami pochodnych EZA „АА , pas, 
Жа ч da 
równanie dopiero co otrzymane zastąpić jeszcze można przez 
równanie 
Ju dF hę dF d h, dF 
Ай | да, йл.) 
? 
day 


TAM ч, 


(14) Лр А, (“к 


którego druga strona przedstawia godne uwagi wyrażenie para- 
metru różniczkowego drugiego rzędu A*F we współrzęd- 
nych krzywokreślnych (24, 24, ж). 
а E Л. ГЕ 
Zakładając F= w, jest т = 1, a z powodu że ilości u,, 2, 
1 
«; są pomiędzy sobą niezależnemi, mamy także 


Równanie zatem (14) zamienia się na pierwsze z równań 


| а. 
Aa, = А, б а, 


(15) 


| А, = hyhyhy E . 


z których dwa drugie otrzymują się zakładając odpowiednio 
Fln; Fz=q,. 
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47. Twierdzenie zasadnicze. — Powracamy teraz do 
równania (5), którego obie strony pomnożone, raz przez 


dai дүлөйү zez Mi. PREM j 
D? drugi raz przez w. trzeci raz przez ШҮ? dają trzy 
następujące równości: 
q% 
dui d __ 1 dhi CZAW _ hê dhj da, daj, 
d) da; h; da; d) hf da h dh” 
айч 
(16) 0 1 dhu da duj _ hè dhy (daje 
d da dada D hf du Nd)’ 


абч 
| day d 1а, ахд ЛАЛ, dh; daj day , 


у a Z HZ 


| Ф daj ш? da; dh X hp du, dA dh ` 


Zastępując w pierwszej z nich ilość A przez æ; y;z i dodając 
otrzymane w ten sposób trzy równania stronami odpowiadają- 
cemi, znajdujemy, na mocy związków (5) i (8) [48], ró- 
wnanie i 


jl dzi q% 
da,” du Шу dy du dz p dh, 
агау = САМ W шша ЭЧ 


które także otrzymać można było, różniczkując obie strony 
równania (5) [43] względem parametru «j. 

Zamieniwszy następnie w drugiej z równości (16) ilość A na 
x, na yi na z, i zsumowawszy otrzymane złąd wypadki 
stronami odpowiadającemi, wypada także na mocy związków 
(3) i (8) [48], formuła następująca 


уч dai da, 
daj dz = da, dy z: da; dz _ Аа, 
dz da, dy daj dz du, ащ 


Lecz jeżeli powtórzymy te same działania z trzecią z równo- 
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ści (16) otrzymamy wtedy, na mocy równań (8) [48], formułę 
różną od dwóch poprzódnich, 
da d dai da; 
(т) des PR „da 83. dą ДИ 
` dx daj dy dsj dz da; 


w której, przypominamy umyślnie, trzy znaczki 4, j, k są ko- 
niecznie różnemi, i która stanowi twierdzenie bardzo wiel- 
kiego znaczenia, w teoryi trzech familij powierzchni wzaje- 
mnie prostopadłych. 
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LEKCYA XI 


Definicya linii krzywości i warunek ażeby kierunek styczny do powierzchni był jej kie- 
runkiem. — Twierdzenie Dupin'a. — Krzywość powierzchni. — Wyrażenia sześciu 
krzywości — Zastosowanie do układu kulistego, 


48. Definicya linii krzywości i warunek ażeby kie- 
runek styczny do powierzchni był jej kierunkiem. — 
Badania które rozpoczynamy mają doprowadzić do wyzna- 
czenia” krzywości powierzchni potrójnie prostopadłych ; 
celu jednak tego nie moglibyśmy osiągnąć, nie obeznawszy 
się przedtem z definicyą linij krzywości i ze szczególnemi 
ich własnościami, które posiadają, gdy należą do trzech fami- 
lij powierzchni przecinających się prostokątnie. 

Niech równanie (ІХ, 42, (3)] 

Kl, У, == 
przedstawia jedną z powierzchni współrzędnych, którą uwa- 
żajmy tymczasem jako powierzchnię jakąkolwiek (*). Na po- 


(*) Nie należy sądzić ażeby mając daną jednę jakąkolwiek familję po- 
wierzchni, istniały zawsze dwie inne familie mogące tworzyć z pierwszą 
układ potrójnie prostokątny. Przypadek ten istnieje tyłko wtenczas kiedy 
się spełniają pewne warunki. Zanadto oddalilibyśmy się od głównego celu 
zapuszczając się w ich badania, lecz zwracamy uwagę na ich ważność, 
szezególnie w mechanice cząsteczkowej, gdzie układ powierzchni izo- 
statycznych, jako potrójnie prostokątny, warunkom tym zawsze zadosyć 
czynić powinien, 

Jeżeli okoliczności pozwolą, umieścimy na końcu dzieła w przypisach 
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wierzchni tej narysujmy linię krzywą i poprowadźmy przez 
wszystkie punkta tej krzywej proste, normalne do powierzchni. 
Jeżeli miejscem pomienionych prostych jest powierzchnia roz- 
wijalna, wtedy narysowana krzywa nazywa się linia krzywości. 


Z określónia tego wypada, że każde dwie proste, normalne 
do powierzchni «,, poprowadzone w punktach jej linii krzy- 
wości, bezpośrednio po sobie następujących, przecinają się 
w środku krzywości przecięcia jej normalnego poprowadzo- 
nego stycznie do linii krzywości, Wiadomo z geómetryi że 
przecięcie to jest przecięciem głównóm, miejscem zaś środków 
krzywości jest krawędź zwrotu powierzchni rozwijalnej. 


Oznaczając przez «,y,z współrzędne bieżące normalnej 
do powierzchni о; w punkcie M (2, у, z), równania tej prostej 
otrzymują się porównywając równe sobie stosunki 


daj dzi dai 
(0) аер ро тр, 


7 


гу* Р Га U 
ar yy У—: by 


a (daj? | (dm)? у (da? 
у (0 07 


m= (e 0) + (y —y) + (2 — 2)". 


w których 


Jeżeliby ilości «,y, 2 były współrzędnemi środka krzywo- 


ważniejsze uwagi dotyczące tego przedmiotu ; teraz jednak odsyłamy слу: 
telnika do innych prac w tym rodzaju jako to: p. Bovęckr w dzienniku 
p. Liouville'a (Journal de Mathómatiques pures et appliquées. Tome ХІ, 
2° série); p. SERREr, w tomie XII tego samego dziennika; p. Maurice 
Lévy w dzienniku Szkoły Politechnicznej paryzkiej (Journal de Vócole 
impćóriale polytechnique. Сапег 43, tome XXVI); p. M. A. CavLEY w Spra- 
wozdaniach Akademii Umiejętności w Paryżu. (Comptes rendus, еіс. 
Т. LXXV, 1872). 
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ści przecięcia głównego w punkcie M (z, у, z), wtenczas ilość 
у przedstawiałaby promień tejże krzywości, a równania (1) 
przestałyby być równaniami normalnej do powierzchni «; lecz 
wyrażałyby tylko warunek, że prosta ta przechodzi przez punkt 
M i przez Środek krzywości przecięcia głównego w tym punk- 
cię. 


To założywszy, nazwijmy przez 22, 8;y, 2; rzuty elementu 

linii krzywości na osie w, у, z, a zatem, przez 
2-92, Y+ jY, 5--8у2 

współrzędne drugiego jego койса. Ażeby wyrazić że prosta nor- 
malna w tym nowym punkcie do powierzchni о, przechodzi 
także przez środek krzywości przecięcia głównego, na- 
leży w równaniach (1) zastąpić odpowiednio ilości 2, у, z 
przez 2+ j£, у + 23у, 2-- у=. Równania te doznają wtedy 
pewnych zmian, podczas których, ilości 2, у, 2, jako współ- 
rzędne środka krzywości, i rij, jako promień tejże krzywości, 
zachowują wartości stałe. 

Różniczkując w tem założeniu równania (1), lub lepiej ich 
logarytmy, znajdziemy oczywiście 
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a przez wyrugowanie pięciu ilości £ —2, у —y, z — z, —, 
ij 

WIZ ABE, , , Ą ‚ 

рг 5 Sześciu równań (1) i (2), otrzymamy na wypadek jedno 

i 
równanie różniczkowe, wyrażające, że dwie proste normalne 
do powierzchni «:; poprowadzone w dwóch końcach elemen- 
tu jej linii krzywości, przecinają się. Ponieważ te proste wy- 
znaczają położenie płaszczyzny stycznej do powierzchni rozwi- 
jalnej przecinającej się z powierzchnią a, podługlinii krzywości, 
równanie wypadkowe wyraża z tej przyczyny pomieniony wa- 
runek; a zatem, uważane razem z równaniem różniczkowem 
powierzchni ж, przedstawia równanie różniczkowe linii krzy- 
wości. 

Wykonywając pomienione rugowanie, zastąpmy najprzód 
w równaniach (2) ilości 2—2, y—y, 2—2, przez wartości 
ich z równań (1). To daje trzy równania 

I 
‚ у Мыл hii 52 


dai №; ба; А; 
З 3 zz е $, 
(8) Wdy hi dy pg” 
dai $; dai hi 5 


= 7 —— 0, 


€ dz hi dz Tij 
. . * . s. Ча эь б, A 
zawierające jeszcze dwie do wyrugowania ilości : m 0 =" 
i r 
Pomnóżmy w tym celu i odpowiednio równania (3) przez 
ilości, jeszcze nieoznaczone, дь, dy, 85 i dodajmy je stro- 
nami odpowiadającemi. Jako wypadek tego działania znajdu- 

jemy jedno równanie 


SA е ASS Фу ZA dzi 
дмс «òy T + бу-у, e 847.0; ЖЕ 


РУ ГА ni CHR d s hi A mA AN 7A y 
= (Peu + TY + as) — pocie + djów +2204), 
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OLĄ . hi 
1 


„asd 5 $ б) 
mające być niezależnemod + —. 
hi Ti,j 
Warunkowi temu staje się zadość zakładając 


dais dai, dtia 
da ay 0 0, 


дад + дудку + 8008 ==0; 
zkąd wynika, że równaniem wypadkowem jest równanie 
(5) 5.2798 24у. у 8 T ) 
w któremilości дье, 21у, 202, dotąd nieoznaczone, sprawdzają 
teraz związki (4). 
Podług tych związków, punkt mający za wspórzędne 
© EHL, уду, Z + 042 


znajduje się na powierzchni «,, a element krzywy leżący także 
na tej powierzchni i mający za rzuty ilości ду, dzy, 202, Jest 
prostopadłym do kierunku linii krzywości. 


Układ liniowy (4) daje bardzo łatwo 
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Dla tej przyczyny, po rozwinięciu ilości 


du; ЖАГУ du; ДУ du, A 
ida Чё? алау * dzda ** 
„ daj o day ч da; „, da; 2 
Oj dy dzdy *” p dy "I A dydz *” 
> dai n du, a da, Фо, 
ME dode YA + 542% + TE 


i po zastąpieniu ich w równaniu (5) znalezionemi teraz war- 
tościami, tudzież, po zastąpieniu ilości 2,2, ду, 8,5 warto- 
šciami ich z równań (4); znajdujemy bardzo łatwo 


dz, dai _ dh KI уа? | 
dy dzde dz атау Ч 


(dam фа, _ du Фщ | Ф: [0а dai д, 
| dz dzdr dydzdy ас \ар d? 3 Ha 


zm ———— mA mada 


dz; du; dai da; RE 
у 


| dz; d'ai — da du; dai (e — a ро: 
ГУЕ хау dz dydz +9 та Кн 


4- dai daj __@щ Фа 5,5 
dz dydz dy dzdz) ™ 

( da; dyw da, da, Ф d'u Шоц | 

У tada dy) | 


) — ——— == —— 


(dydydz агаг dz 


N mA. 
буг$уу | 


równanie różniczkowe szukane. 


Równanie to, drugiego stopnia względem бг, ży, 22, do- 
wodzi oczywiście, że dla każdego punktu M powierzchni о; 
istnieją dwie powierzchnie rozwijalne, z których każda przeci- 
na się z nią podług innej linii krzywości; a że równania (4) 
i (5) utrzymują się jeszcze, gdy dwa znaczki у i k są przesta- 
wionemi, obie te fnie, wychodząc z punktu M, przecinają się 
w nim pod katem prostym. 
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Cel w jakim mówiliśmy o liniach krzywości, ogranicza się 

tylko na równaniu (5), które, jak zobaczymy niżej, będzie 

miało ważne zastosowanie. Jeżeli zaś wykonywając dość dłu- 

gie i zmudne rachunki, poszliśmy nieco dalej, chcieliśmy 

tylko przez to wyjaśnić to równanie, bez czego, mogłyby zosta- 
wiać pewne wątpliwości. 


49. Twierdzenie Dupin'a. — Pamiętając że trzy znaczki 
i, j, k oznaczają trzy liczby 1, 2, 3, dowolnie uporządkowane, 
poddajmy twierdzeniu (5) kierunek dz; prostej normalnej 
do powierzchni «; przechodzącej przez punkt M, który to 
kierunek jest koniecznie stycznym do powierzchni a,, albo- 
wiem powierzchnie о, ж, ж, przecinają się prostokątnie. 
Jeżeli różniczkowanie ô; odpowiada kierunkowi dz, róż- 
niczkowanie 2, odpowiada kierunkowi dz, prostej normalnej 
do powierzchni ж, przechodzącej także przez ten sam punkt 
M. Należy zatem założyć i 


dai da, айч 

zd dE. zi Z dy ы, zt E Ф, 
"de ор о daj "0 ЧӨЛ аа 

z dc 1 dak 

дс == ga, dza "=P б 

8и, == =; - т dak, 

z dz 1 dza 

OK == dub = ; 

£ da тга лы dz 22% 


podług równań (1) [X, 45], i pierwsza strona równania (3) 
staje się ү 
/ da; da; daD 


dada (&-& үш dy dzą” w) 
hè Ndz day dy daj, dz du) 


Ponieważ ta ilość jest tożsamościowo zerem [X, 47, (17)], 
warunek (5) jest sprawdzonym. 
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Tak więc, oba kierunki da, i dzy są kierunkami linij krzy- 
wości powierzchni о; w punkcie M; zkąd wynika ważne 
twierdzenie DUPIN'A, że w każdym układzie trzech familij powierz- 
єтї przecinających się prostokątnie, powierzchnie dwóch familij 
rysują na każdej а familii trzeciej, wszystkie jej linje 
krzywości. 

50. Krzywość powierzchni. — Przystępujemy teraz do 
wyznaczenia promienia krzywości 7,, powierzchni «i, odpo- 
wiadającego linii krzywości daj. 

Nazywając, jak dawniej, przez A którąbądź z trzech ilości 
£, у, z, którekolwiek z równań (3) przedstawić można jak 

następuje 


gd 
zad, 
"RS Mg 
RANA | 
dh, = Sida 
d) 1 daj 
225, тэс] 
9) da e J А? dh dzaj, 
równanie to przybiera postać 
ач 
(6) Ф _A dh, da, 1 Аа, 


УРИ ү 


Ponieważ mamy także podług formuły (5) [45] 


daj 


dj dym R PA) 
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było 
1 _4,dh, 


Tij i dai’ 


(8) 


129 


tożsamość konieczna dwóch wartości (6) i (7) wymaga ażeby 


co daje oczywiście wartość krzywości szukanej. 


Oznaczając przez т; к promień krzywości 
odpowiadający drugiemu kieruhkowi da, 
dobnym sposobem 
8 SE dh 


(9) Tik Piz т da; 
Summa obydwóch tych krzywości daje 
A 4 kd, h hi dhi, 
Tiji Tyk адои hr da? 
a że na mocy równań (15) [Х, 46] 
hi 


ady OGR od 6 dh; _h, 
mor ode Wyda M 


Nu; 
h; 


znajdujemy także 


2 
Pij fik dzi hi 


powierzchni ж, 
znajdziemy po- 


di, Ь 
@ , 


godne uwagi wyrażenie summy dwóch krzywości powierzchni 


«,, albo podług Gavss'A, krzywości kulistej. 


51. Wyrażenia sześciu krzywości. —Zaslępując w for- 


mułach (8) i (9) ilości i, j,k przez č, j,k; 
znajdujemy krzywości następujące: 

EIST A ao, 

му Май т hy daj” 

\ 1 _ һам 1 _ hj dhi, 

цо | О rm иф, 

аг, I =. м су. 


fri hi dar’ UM у бод’ 
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a zakładając 1==1, j=2, k=3, mamy także 


[A — P, dh КЕИ dh, , 

ү h, da, ЖАЙ da,’ 

Ja R d 1 4 du. 

р R OOM TĘ BĘ 
аьа, 1h dh, 

\ ља hy dag Tys h, day 


Niewiadomość znaków przynależnych parametrom różnicz- 


kowym 
e da; * daii А dai) 2 

.=Vfre) a E 
pozostawia w watpliwości znaki krzywości (11) powierzchni 
układu krzywokreślno-prostokatnego. Zasada do roztrzygnię- 
cia tej kwestyi nie powinna być zewnątrz przyjętej umowy co 
do znaków w układzie prostokreślno-prostokątnym, t. j. że 
z zasady, jakąbyśmy przyjęli dla układu krzywokreślnego, po- 
winna także wyniknąć zasada dla układu prostokreślnego, 
i taka sama na jaką się już zgodzono. 


Każdy punkt wyznacza się, w tym ostatnim układzie, za po- 
mocą trzech płaszczyzn równoległych do płaszczyzn współ- 
rzędnych, t. j. mających za równania 


EEG, YE lj 20%, 


a za parametry ilości o,, a,, a. Podług przyjętej umowy, 
uważa się za kierunek dodatny każdej z trzech osi 2, у, z (nor- 
malnej do płaszczyzny a, jeżeli układ jest prostokątny) ten jej 
kierunek, w którym parametr a, rośnie; a za kierunek od- 
Jemny w którym tenże parametr maleje. 

Podobnie więc w układzie krzywokreślno-prostokatnym, 
poprowadziwszy w punkcie М do powierzchni о; prostą 
normalną, należy przyjąć za kierunek dodatny ten jej kierunek, 
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w którym parametr а; rośnie; a za kierunek odjemny, w któ- 
rym tenże parametr maleje. 


Na mocy tego i [44], obie ilości dz, i ds, posiadają te same 


1, 
datnym, i znaki krzywości powierzchni a, zależą tylko od zna- 
7 аһ; аһ, RAE: Ms Ж. 
ków pochodnych -= , ==. Promienie więc krzywości tejże 
da; da ы 

powierzchni «,, mogą być dodatne lub odjemne, stoso wnie 
do tego, czy parametry różniczkowe Уу, A, rosna lub maleja 

=з y Ј? © Ja 
gdy parametr «, powiększa się, albo, maleją lub rosną gdy 
ten parametr zmniejsza się. 


А „AA da; . 
znaki, a ztąd parametr różniczkowy л, "PE. jest zawsze do- 
QS; 


Ponieważ promienie krzywości, w punkcie M powierzchni 
x, odcinają się na jej normalnej w tym punkcie, promienie 
dodatne odcinają się w kierunku jej dodatnym a promienie od- 
Јетпе w kierunku jej odjemnym. Można zatem powiedzieć, że 
krzywość w danym punkcie powierzchni a; jest dodatną lub 
odjemną, podług tego, czy środek jej przypada w tej stronie 
normalnej w ktorej parametr о; rośnie, czy też w tej stronie 
w której tenże parametr maleje. 


52. Zastosowanie do układu kulistego. — Ażeby wy- 
jaśnić i sprawdzić twierdzenia (15) [46] i (11) [51], uważ. 
my w szczególności układ współrzędnych kulistych. Trzema 
familiami powierzchni wzajemnie prostopadłych są wtedy: 
1” płaszczyzny południkowe, przechodzące przez oś biegunową, 
i których parametrem jest długość lub poziomołuk (azymut) 4; 
2° stożki proste otaczające tę oś, których parametrem jest 
szerokość lub wysokość o; 3° kule współśrodkowe, których 
parametrem jest promień r. Zakładając więc 


(12) ZY, ®==, 3, 


elementa ds,, znane ze swoich wartości, dają równości nastę- 
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pujące 


| 


dy 
UB == RE reosę dy, 


n=qf= го, 
do 

as, EE ура 
3 hy 


a z tych wynika bezpośrednio, że 


« = SU — Д 
(13) мо a= б = 3, 
з następnie, 
| dh —o dh _sing ; гне. Raf 
da, ` da,  rcostę Яз, r*eosy 
DOWIE” U EEA 
(14) ШТУ» aTh, ДЕТ Т? 
dh, dh, dh. 
LI) == =Í. 
da 1% dm A 8 


Wartości (12) i (13) podstawione w równaniach (15) [46] 
dają bardzo łatwo 


ИТР. 06 
ес 1 созу __ 
т?соѕф dy ; 
а. 1 dcosę чүт tgo ; 
rieosy dy m 
2 уба 
дл — 1  dr*cosę „2 


|. je wartości parametrów różniczkowych drugiego rzędu 
układu kulistego. 


Wartości znowuż (13) i (14), podstawione w równania (11) 
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[51], daja oczywiście 


dla 4: д), R 20: 
71,2 "уз 
dla bo SZĄ: І —!#%. 
i 7,3 Pat # 
dla r: Zari TIELE 
135,1 De Е r 


Z pomiędzy więe sześciu krzywości, trzy są zerami; jak lo 
zresztą było widocznem, albowiem, dwie krzywości płaszczyzny 
południkowej % i jedna krzywość stożka szerokości ф, odpo- 
wiadająca jego linii krzywości prostolinijnej, są oczywiście 
zerami. Z pozostałych trzech krzywości, obie krzywości kuli 
promienia » są równemi sobie i krzywości jej wielkiego koła 
(co było także wiadomem); lecz krzywości te posiadają znaki 
odjemne (czego nie można było przewidzieć), albowiem ich 
wspólny środek przypada na kierunku odjemnym normalnej 
do powierzchni kuli, t.j. w tej stronie, w której kierunku pa- 
rametr » zmniejsza się. Nakoniec, druga krzywość stożka 
szerokości 4, odpowiadająca jego linii krzywości kołowej, 
i której wartość bezwzględna mogła być łatwo oznaczoną, jest 
dodatna, albowiem jej środek, przypadający na osi biegunowej, 
znajduje się w części dodatnej normalnej do stożka, t. j. w tej 
stronie, w której kierunku parametr s powiększa się. 
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LEKCYA ХП 


Formuły zasadnicze do zamiany zmiennych niezależnych. — Parametry elipsoidy od- 
kształceń we współrzędnych krzywokreślnych. — Inne ważne focmuły. — Przyrost pracy 
mechanicznej we współrzędnych krzywokreślnych. 


53. Formuły zasadnicze do zamiany zmiennych nie- 
zależnych. — Ażeby przygotować wszystko co jest potrze- 
bnem do traktowania zadań mechaniki cząsteczkowej we współ- 
rzędnych krzywokreślnych, poświęcimy parę jeszcze ustępów 
na przysposobienie niezbędnych w tym celu formuł, za pomocą 
których, dość długie nieraz rachunki będzie można znacznie 
uprościć. Formuły te możnaby także tam tylko wykładać, gdzie 
zachodzi widoczna ich potrzeba, i postępowanie takie przedsta- 
wia również pewne korzyści, łącząc jednocześnie cel ze sposo- 
bem otrzymania potrzebnej formuły. Lecz zbytek oznaczeń, 
któreśmy dla zjednoczenia wielu formuł w jednej formule często 
wprowadzali, zaciera się łatwo w pamięci, a z tego powodu, 
oddaliwszy się nieco od nauki o współrzędnych krzywokreśl- 
nych, potrzebaby prawie zawsze powtarzać ją na nowo, wiele 
razy tylko zachodzi konieczność wyznaczenia jakiej nowej for- 
muły, na niej się opierającej. W tym to jedynie celu poświęci- 
liśmy już wyżej [X, 46] jeden ustęp na wyznaczenie we 
współrzędnych krzywokreślnych parametrów różniczkowych 
ЛЕ i AF, z których dopiero później będziemy korzystali, 
i które, w całym dziale traktującym o mechanice cząsteczkowej 
wogóle, żadnego zastosowania nie таја. Równie i teraz, ро- 
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między formułami jakie zamierzamy otrzymać, niektóre z nich 
tylko zaraz użytecznemi będą. 


Wprowadźmy do formuły (8) [X, 45] pierwsze strony 
równań (10) [XI, 51] i zastępmy odpowiednio ilości í, j,k 
przez 1, 2, 3; 2, 3, 1; 3,1,2. To daje bardzo łatwo 


/ | Фи 2 (ае 4 E аф у c;d,+Czdy 3 | і 
| dod) ra na 7458 Tayi зу 
dag i dh, cd, cd,  czdy+cjd, | idat cad, 
( I ) dudi _ „ее da. Cyd, ОТА ЖУ, 3 73,2 „т Tia | 


а?а, Е (зе cd, _ cd, _ 0,10, sp ateh) і 


23230 3 
\ dydh 03 ба T3,2 туз 7,3 


gdzie [45, (6)], 151, (11)] 


аы „dą 04 
0% ДИЛЕР. О У А 
(2) 1d id 1 d 
Z ea gti =ч» бт, z u= zz! ja 
\ а, һ Фф? di h, dy. ” d, h, dy. ° 
1 h, dh 1 h, dh, 
[ара Ms WSE 
т h da, j Tys Й da, ` 
1 h, dh 1 h, dh 
3 |<—= HR = 26 5828 
(8) ©з ДО fg; ЕГЧ, 
błąd A hd 
| ои 1 dag” Ra AGG 


ilości zaś (А, м) i (е, d) oznaczają którybądź z sześciu układów 
(c, x)i (m, m); (у, у) i (n, n); (2,2) 1 (p,p); 
(y, 2) i (n, p); (5 2) i (p, m); (e, y)i (m, п). 


Tablica (7) ИХ, 23) prowadzi, za pomocą metody rzutów, 
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do równań 


Wda, 7 da , W da, 
\ U ах, y da, _ W das 


Д = A += BED 
(4) ау йу Һа? 
_U da +} M BT W day, 

| "dk dz ГА dz” 
z których dwa którebadź dar można, ażeby być w zgodzie 
z formułami (4), przez dwa równania 

[ т U da, | V da, | W da, 

\ рт и TĘ GR. + kz ay” 
©) р U da, Wda, | W da, 
h du M de Ty da’ 


M= 


pamiętając tylko że jeżeli (à, u.) oznacza którykolwiek z sześciu 
układów (ж, т), (у, 0), (=, 2), (0, =), (=, 2), (2, у); (L, M) ozna- 
cza odpowiednio którykolwiek z sześciu układów (и, u), (г, e) 
(w, w), (0, w), (w, u), (u, v). 
КО З „Ж dL . dM 
Znajdziemy więc wartości pochodnych = i ==, różnicz- 
i ` И dh 
kując drugie strony równań (5), pierwsze względem р. adru- 
gie względem л, i uważając, w tem różniczkowaniu, ilorazy 
U .V.W сб. +53 ; 
A funkcye ilości «,,a,, x, zależnych od X i u: 
3 


dai > dz; 


każdą zaś z pochodnych к zafunkcye zależneod u i). 
U. 
Wskazawszy te działania, należy następnie rozwinać po- 
П.р W. 


chodne ilorazów i uwzględnić równania (1), (2), 


h? hy Ta 
(3), tudzież definicyę geometryczną ПХ, 44 (11)] paramtru ró- 
żniczkowego © 


(6) pe a 
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W ten sposób przyjdziemy bez trudności do formuł następu- 
` [acych 


du 
z == 
dU V MIA dl у dU W 
| =d oo ==— = a а= 2 = 1, 
cd, T JAR i) а ш ЖА Аш, ‚(ж ч Ta 
+ cd. (= "EG (ASPR cd dY. а 
si їз, т R Ę (а 7з fe в, т, 
dw U ү Е 0 dy Y ) 
я + 0,0, Е) "04 TE) ETTA O Ta Й 
1) 
4 \ ам _ 
= 
10 ү W dU dU W 
= үз та ( = = La 
“ (T 7А >) т ds A: 2) Fed (z+ ЛҮ 
о) +e и. (22; w х. + cd. (т б =) 
‚бу ты Tha "\@ Tas ds, Ta 
+0 A> a 2 + Ma аа e) (9). 
\ в, Tis Тз idsi Tan ds, Tya 


Ба. Parametry elipsoidy odkształceń we współ- 
rzędnych krzywokreślnych. Dodając równania (Т) stro- 
nami odpowiadajacemi, znajdujemy formułę 


du dM__ 


dy. d) 
7 7 7 
| ==9с0, (2) + (cd; + czd, (++ у; \ 


ls ds ҮЗУ, 


3: 
7 7 Т 7 Р | 
=н А еи, Ay (8 ү.) Uw uj 


э "а,ә "he ds, dsy "з 7337 


з 1 саас A 2 2-1 ). 
S3 


1243 d da | Tego 7 


1327 


której pierwsza strona, jeżeli „==, przedstawia po kolei na- 
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stępujące ilości 


-i gd dv „dw 


dy” ет 
zakładając A=z, д, ==. Jeżeli zaś „ jest różnem od 
à, pierwsza strona tej samej formuły, daje zawsze 


„Б... lub +2, lub du. do 
dz. dy” dz” dy dz” 


stosownie do tego, czy jest dzy Т ns (Шу AŻ 1 „=, 
czy A==£ 1 uszy. 


„Podzieliwszy trzy pierwsze, z sześciu tak olrzymanych for- 
muł, przez 2, powróćmy do równań (12) ПУ, 18] i uważmy że 
w równaniu (8) układ (c, d) przedstawia po kolei następujące 
układy 


(m, т), (п, т), (р. р), (n,p), (р, т), (m, п), 
odpowiednio do sześciu założeń któreśmy zrobili o układzie 
(X, ш). Porównywając drugie strony tych równań (12) [18] 
z drugiemi stronami równań (8), znajdziemy oczywiście 


| du _dU ARA Е W dv dw _dV IW ү W 
dz ds, Tą Tai "dz dy REN ds, е з, 
dy dy. W U dw dw dW du W U 


9 = ———— — —=— — =—=">— 
(9) dij Сй + С р Р. + 42 ds, * dz, Ау адым 


m ЧҮ UT ҮКҮ du: улп у. 


=-=, ZZ + —+—3 


ГА Ы ? А p 
das `@ Og + my do, da, Mag m, + 


152 


albowiem rozwiązując układ liniowy (12) [18] względem pier- 
wszych stron równań (9) a układ liniowy (8) względem drugich 
stron tych samych równań (9) otrzymamy wartości te same. 
Równania więc (9) dają rzeczywiście wyrażenia sześciu para- 
d(u,v,w') 
d(w,y,z) 


krzywokreślnych. 


metrów elipsoidy odkształceń, we współrzędnych 
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Nie należy zapominać że w równaniach (9) wartości ilości 

u,v, w są odpowiednio równemi wartościom ilości U, V, W; 

przez różnicę zaś jakąśmy w ich oznaczeniu wprowadzili, rozu- 

mie się tylko, że ilości u, v, w są funkcyami współrzędnych 

prostokreślnych (w, у, 2) ailości U, V, W zależą od współ- 
rzędnych krzywokreślnych (w, о, о). 


55, Inne ważne formuły. — Odejmując drugie z ró- 
„ wnań (7) od pierwszego stronami odpowiadającemi, i wprowa- 
dzając, do otrzymanej w ten sposób formuły, drugie strony 
równań (3) jakoteż wartości ds, z równania (6), znajdziemy 
bez trudności 


N W 
| f ai 
= ==(е,4,— czd,) һ, (% 4. ) 


do 1 da, da 
(10) 4 + (czd, — c,d,) hh (7-3) 
SEP NG 4 
(5 ї) 
| ДАА эре "УД 


Załóżmy dla skrócenia 


| y үү 
ША (5) = 


h, Ndas Ях, 

de 40 
(11) Е м) u 
hę Nda, da, ; 

0 ү 

== „ER 
(а) о 


i zastąpmy w formule (10) X i w, raz przez у i z, drugi raz 
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przez z i æ, trzeci raz przez c i y. Zważywszy przylem na 
związki (9) ПУ, (18)] i na tablice (6) [18] i (7) [48], formuła ta 
daje 


ао dw da, da da 
4 „ева Т к: 
їз dy A (owak А А Уи 
dw и ds, „ du da 
9 Е db = ль к. © 
| du А da, da, 
А 2 EZ 
\ dy TWE dz hi 7: Е а a 


gdzie 1. 


Powtórzywszy na równaniach (12) te same działania, które 
wykonaliśmy w celu ich otrzymania na równaniach (4), i zało- 
Żywszy: 


dib de 
ФА (2 = 
т^ м z) 

je adu 
J = Ah E шы; 
a (2 (о) 


= (7 — ze) 
"WET oczywiście 
Га (T e Z) d (б ч. Z) 
i c day de 


NACZ 
Е =m + mJ + mA, 


dz dy 
(13) Jd (7 2) “ ДЕ w) 
‹ EB, Ят FE кее. 
p — — = п Е п, 9 a nR р 
Е dg) E A рори 
dy dz 019 + PR + ру, 
albowiem wejdzie wtenczas dwa razy ilość k, t. j. 021. 
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Lecz, wykonywające na funkcyach u,v,w, danych przez 
drugie strony równań (11) [18], różniczkowania wskazane na 
pierwszych stronach równań (13), i posługując się w tym celu 
formułami symbolicznemi ustępu 18, znaleźlibyśmy także, со 
jest nawet widocznóm, że ilości 4, Э, R posiadają wartości 
odpowiednich pierwszych stron równań (13), jeżeli w nich za- 
stąpi się ilości u,v,w przez u,v,w, iilości т, у, = przez 
w,y,z. То daje bezpośrednio 


WE OLE 


аг dz) \йу ат ) AA | hb __ 42 
dz A BA r AŻ ( daz Ta) 
du dv do dw 
„у ПЕС 
(14) /“ (27 da ) gb (az — CIA уе; dw 
dx dz "Ал? da, | 


d pi dw е dw du 
dz dy (zz "IA dA dw 
PREZ A ДЕ 

dy dz da, od 


rozumiejąc przez b, wb, © pierwsze strony równań (1): 


Nakoniec, z dodania trzech pierwszych równań (12) [18], stro- 
nami odpowiadającemi, wypada oczywiście że summa trzech 
ilości 


du dw dw du dv до 


Sr aaa же есет 
dr * dy dz 47 dy " W 


jest niezmiennikiem. Na mocy równań (9), ilość 6 wyraża się 
we współrzędnych krzywokreślnych 


a GW: у U Y ow 


ds, ds, dzą бү Ga G3 
(15) = "AE : : 
== ZA lihi ещ "> s; 

\ К da, "du, * daz 
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oznaczając przez 


1 1 1 1 1 1 
== -— + — 3 — = — + —, „ea б 
СОК Жа. И Tai % Гл Tas 


krzywości kuliste powierzchni współrzędnych (a,, 2,, «,). 

Uważając 6 za funkcyę współrzędnych krzywokreślnych 
(tista 13), zależących od współrzędnych prostokreślnych (Z, 7, 
z,)mamy oczywiście 


> do _ dð du, 4 do da, Ре dą da, 


— — 


da Фї Ф.с Я, dz 
lub także [18, (6)], (43, (7)] pierwsze z równań 


do «10 do do 
= emh, da, + mh, da, + ma 5 
dd do а dð 
"msg nh $ + nh 33 + nahy zz? 
«19 do do do 
т =p,h, da, + р, du, + pzłą da, Ш 


z których dwa drugie otrzymują się różniczkując 9 względem 
y i względem z. z 

Lecz jeżeli wyrazimy 6 za pomocą współrzędnych (z, уу, 
z) układu prostokątnego, który ma początek wspólny z ukła- 
dem współrzędnych (x, у, z) i który ma za osie proste, równo- 
ległe do normalnych powierzchni współrzędnych (о, @„, 2), 
tworzące z osiami dawnemi kąty o dostawach m;i, ni, pi; 
mamy także 


„MECZ г dc w 
dr “г * dy 2 dz” 
SĄ BATY Wa, © 
m dE г e” 
do dð dô «10 


gh с жык па: 
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albowiem różniczkując 6 względem 2, у i z należy go uwa- 
żać za funkcyę ilości 2, у, 2 zależących od 2, у, z, za po- 
mocą formuł służących do przemiany współrzędnych prosto- 
katnych (27, у, 2) na prostokątne (2, y, 2). 


Porównanie dwóch otrzymanych teraz układów wartości 
do do do 
207 dy” йг? będących oczywiście tożsamościowemi, daje bez- 
pośrednio 


40 dò ав do dð do 
(16) T a Ft da” 3 du, 

Formuły (14) i (11), (15) i (16) będą miały swoje zastosowa- 
nie w pewnym szczególnym, lecz bardzo ważnym, przypadku; 
i uproszczą znacznie, a nawet zupełnie wyrugują, niezmiernie 
długie rachunki, któreby, dla osiagnięcia zamierzonego tam 
celu, wykonać potrzeba było. Dlatego też nie wahaliśmy się 
otrzymać je przy formułach (9), obecnie potrzebnych, tem- 
bardziej, że przedstawiała się po temu dość krótka i prosta 
droga. 


56. Przyrost pracy mechanicznej we współrzęd- 
nych krzywokreślnych. — Funkcya P, praca mechaniczna 
jednostki elementu dz'dydz, jest niezmiennikiem sześciu pa- 
d(u,v, w) 
d(w,y,z) 
jest niezmiennikiem, te same prawo zachowuje się także dla 
elementu krzywokreślnego. Różniczkująe tę funkcyę wzglę- 
dem pomienionych parametrów, danych przez drugie strony 
równań (9), i oddzielając wyrazy 


320, „ау dW „[4ү dW dW dU (zg аү` 
nk КГГА; „рз 


od pozostałych, znajdziemy jej przyrost 


rametrów elipsoidy odkształceń; i dlatego że 


8P =8,P +3 ia 
(17) PSPP, © 
< Ds 


http://rcin.org.pl"" 


114 


CZĘŚĆ RÓŻNICZKOWA 


w którem przez òP oznacza drugą stronę równania 


(18) 


„dU vs 
à P= 20,0 — + 20, 
ds, 
Р А 
TCA BIEGA Га 
+ 6,8 | — a, |* e RER | 
ad, ША, PAUZA 
а 2,2 drugą stronę równania 
(2 ©, 
73,1 Ta 
(ааа 
АТВ 73,2 
| (i Lp 2 — 
\ } 7з Tiss 


dy -- АТАШ 
“в, ds, 
dU „110 ау 
T) + (27 + T) 
Jb, = ja | 
74,2 Е | 
T A |. 
as Tan | 
EB 2. Thaw | 
"м TV3,2 l 


Ponieważ (18,0505 jest objętością krzywokreślno-prostokal- 
nego elementu, przyrost pracy mechanicznej tego elementu 


wyraża się przez iloczyn  dsyds, ds 2P, 


a przyrost pracy w ca- 


łej przestrzeni ciała, ograniczonego powierzchnią w, wyraża 


się przez całkę potrójną T p? fi dsydsydszóP, wziętą w grani- 
cach jego objętości. 


Zastąpiwszy ôP przez drugą stronę równania (17), jest oczy- 


wiście 


(19) 


Za pomocą znanej metody całkowania przez części 


JJ fdsa = fS |do 
| = f f ааа. 


Ш, 9], 


a a m 14 
całkę potrójna jl | J dsędszds, 2, P można zastąpić przezsumunię 
є Ы U 
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dwóch całek 


61 = 9%) 75, + d(ds,ds, © gs, | 
| ———- ds, t —— 


ds, ds, 


25 d(ds, ds, 6,) ds, €,) ро 


S3 


4 Е (ds. ds; ©), ар d(dsą ds, 3%) i 
AF EE. 


[ [ if i ds, Ë ds, 
u \ d(ds ds © 


+5), „ру 
(20) 4 ds, 
__|d(dszdsz6.) a d(ds.ds,6,) y. 
[е a i 
d (ds dei Ioi) Тул 
| +С, |м | 


(36,m + Cn + ©, p)0U 
A 
+ [4% + (буп + 3%,n + ©,p)GV |, 


t “ 


+ (6,m + 6,n + 2, p) W 


\ 


z których jedna, potrójna, rozciąga się także do całej prze- 
strzeni ciała, a druga, pojedyncza, do jego tylko powierzchni. 
Ilości m, n, p oznaczają tutaj dostawy katów, które tworzy 
normalna zewnętrzna do powierzchni ciała w punkcie M po- 
prowadzona, z trzema także normalnemi zewnętrznemi po- 
prowadzonemi w M do trzech współrzędnych powierzchni 
(о, 2, шз), w tym samym punkcie przecinających się. 


Е Е. ў Е А а 
Z przyczyny związku ME i niezależności wzajemnej 
ti 


trzech parametrów 2,, ж, оз znajdujemy wogóle [XI, 51, (101 
dz 1 1 
=h уда GP dy; (2. жу 


Zi Tij Tiki 


d (ds IASG ASE) dsx) 
ds, — 


wykonywając więc, pod całką potrójną w (20), wskazane 
10 
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różniczkowania względem sı, s., s; każdy wyraz n. р. 


d(ds ds, 3%,) 
T 


można zastąpić przez drugą stronę równania 


GER) dż == zd, dad 7 — ds, ds, ds, Jù 4; E. S Е 
ds, ds, Pig ууз, 


Powtórzywszy podobne działania z pozostałemi wyrazami 


i założywszy 


d 3, 44, 4 
y (2+ ds, g)> т 
si 19 еъ, аё a 
(21) - (F+ ds, Ti ds, w 
— (+ % 4. ®% тү SW | 
ds, at ds; J 


można, w drugiej stronie równania (19), zastąpić w całce po- 
trójnej Ji үн dsydsądsą2;P ilośc èP przez znalezioną teraz 


(21) ДР, bylebyśmy tylko nie rozumieli przez 3,P wyrażenia 
(18); ale, ażebyśmy na mocy tego wyrażenia (18) i wyrazów 
pozostałych z odjęcia dsyds,dszA,P od nawiasu całki potrójnej 
w (20), rozumieli przez &P inne wyrażenie, A.P, następujące : 


1 
| AP 
5, — o / 9 k A 
в PA Cla PY (+; >a = +_)al 
( з "з "з 734 Pai ae 
22 ы: DEN 9 15 
( аре 90, y Mrs а (L+ (2) 
(УҢА Pa Т?з, Pa Tos) 
©„—% 2) 2 a 
кєм. Ibs Baal 2+ #-)+е,(2-+ 2-\нъ; 
! "эз Wyre 718 Wag Fa 


nadto, abyśmy do przekształconego w ten sposób wypadku (19) 
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dodali jeszcze całkę pojedynczą wyrażenia (20). Znajdziemy 
więc ostatecznie . 


J J Јер Í | ү! ds, 0,018,(А,р-- A,P) 


(23) (Xm + буп + 6:p)8U 
+ ifi do 4 + {буп + Han + 6,p)3V ›› 
| + (бул + бүп + 3637)0W 
gdzie A,P jest drugą stroną równania (24) а A,P drugą stroną 
równania (22). 
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LEKCYA ХШ 


` 


Równania ruchu lub równowagi we współrzędnych krzywokreślnych. — Warunki na 
powierzchni. — Prawo układu izostatycznego. — Poszukiwanie powierzchni izosta- 
tycznych. — Powierzchnie i linie izodynamiczne. — Błony i włokna, — Powierzchnie 


izostatyczne i izodynamiczne w przypadku kuli ciśnień. 


57. Równania ruchu lub równowagi we współ- 
rzędnych krzywokreślnych. — Nic teraz łatwiejszego jak 
wypisać równania ruchu każdego punktu ciała, we współrzę- 
dnych krzywokreślnych. Jakoż, według tych samych osi wzglę- 
dem których oznaczyliśmy przez U, V, W rzuty odkształcania 
się ciała w punkcie M, oznaczmy przez F,, Е,, Ез składowe 
siły działającej na jednostkę jego massy, posiadającej gęstość 
p; różnice 


dU y 
1 F, — a иь 19 Ё © )ds, deds 


d2WĄ , 
т) oda, 


powinny być równe (II, 10] odpowiednim współezynnikom 
20, èV, òW pod całką potrójną w drugiej stronie równania (23) 
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[XII, 56]. То daje, po opuszczeniu wspólnego czynnika dsyds,ds;, 
211) 
чыкт: + d6, ү (r, >) M 


| ds, ds С 
— 29 2 — 20 9 2 
26,— 20, 4% (1 SE (>+ —) Л 
Tis Tag Tan Tu "s 
de, dx, | de, a 
F, — — |= 
48, УЫ ds; 17 ( э ар 
D, А ARR 
ыжы DETE IOT 
ЫЕ Тә, Ta Tyo Tug. Tis 
de, ау dw 
еу етпе En Е,——|= 
++ d, * ( y ar) 
se : i 2 
Sea «чыг (+2 2а (2. + HI ; 
Tys Tia Tis Pog Toa 
eu ү 


równania ruchu ; a po opuszczeniu jeszcze ilości dA” qe" 


PW 
dE” równania równowagi. 

58. Warunki na powierzchni. — Współczynniki mno- 
асе ilości 20, èV, èW pod całką pojedynczą w drugiej stro- 
nie równania (23), przedstawiają składowe, według normal- 
nych do powierzchni współrzędnych, ciśnienia wywieranego 
w punkcie M na element dù powierzchni ograniczającej ciało. 
Jeżeli powierzchnia ta składa się z części należących do trzech 
familij powierzchni współrzędnych (ж, ә», әз), natenczas ele- 
ment dw ma jedną z wartości : dsąds,, dszds,, dsyds, sto- 
sownie do tego, czy uważana część powierzchni ciała zawiera się 
w familii о, czy w familii оз, czy nareszcie w familii оз. 

Ażeby, odpowiednio do tych trzech założeń, znaleźć ciśnie- 
nia na jednostkę elementu dw, należy w formułach 

тэ, + NE; + рб, 
ME; + по, + рб,, 
ME: + nE, + рэ, 
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zrobić następujące założenia : 
т==1‚ n=0, p=0; m=0, n=l, p=0; m=(,n=0, Pl. 

Znajdujemy wtedy, że wszystkie części powierzchni ciała 
należące do familii ж, doznają w każdym punkcie ciśnień ma- 
jacych za składowe 
(2) by б, б,; 
wszystkie części powierzchni ciała należące do familii а„, do- 
znają w każdym punkcie ciśnień mających za składowe 
(3) С Ma, б,; 

i nareszcie, wszystkie pozostałe części powierzchni ciała, nale- 
żące do familii a, doznają w każdym punkcie ciśnień mają- 
cych za składowe 

(4) Gas б, Jz. 

Ciśnienia (2) zawierają tylko dwie zmienne «i a,, albo- 
wiem trzecia zmienna о; posiada wartość stałą. Każdej ilości 
stałej z, odpowiada każda grupa ciśnień (2); zatem tyle jest 
grup (2) na powierzchni ciała, wiele części tejże powierzchni 
należy do familii a,. 

Podane wypadki stosują się oczywiście do każdej z grup 
(3) i (4); uależy tylko odróżnić, że grupa (3) zawiera dwie 
zmienne a, i 2,; grupa zaś (4) dwie zmienne a, i a. 

Oznaczając wogóle przez Ф, Э,, A; składowe ciśnienia wy- 
wieranego na jednostkę elementu powierzchni 2;; to w ciele 
ograniczonem dwiema powierzchniami z familii “j, dwiema 
z familii а, i dwiema z familii «s, t, j. w ciele przedstawiają- 
cem czworościan krzywokreślny, warunki na powierzchni 
wyrażają się przez równania następujące : 

[ (9) =e (6), FZ (Cao = (А); 
(3) j (©) = (Raio: (I)io = (9), (@,), = (Ratos 
|е, =e, (б) (93), (9%), FS 
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napisane dwa razy, raz z samym znakiem 4 drugi raz z sa- 
mym znakiem 0; (%®,),, (2), (Ж), oznaczają wtedy składowe 
ciśnienia danego na jednej z powierzchni ograniczających 
ciało z familii «,; (i)o (i)o (Ri), sa składowemi ciśnienia 
danego na drugiej z tych'powierzchni. Zresztą, nastręczają się 
tutaj te same uwagi któreśmy poprzednio [Ш, 13, 14] wyłożyli. 

59, Prawo układu izostatycznego. — Wyraziwszy ró- 
wnania ruchu lub równowagi wewnątrz danego ciała we współ- 
rzędnych krzywokreślnych, dopięłiśmy przez to jednego waż- 
nego celu; albowiem wiele zadań niemożliwych do rozwiązania 
we współrzędnych prostokreślnych, będziemy mogli rozwią- 
zać w układzie krzywokreślnym, dobierając tylko stosownie 
do okoliczności odpowiednią jego naturę. Lecz oprócz tego 
celu pozostaje jeszcze inny równie ważny, t. j. wynalezier e 
prawa układu izostatycznego i sposobu poszukiwania powier” ch u 
izostatycznych. 

Wiadomo z określenia powierzchni izostatycznych (IX, 39;, 
że w Кадет ciele istnieje wogóle jedyny układ trzech familj 
powierzchni izostatycznych, odpowiednio do jednego w każ- 
dym punkcie układu prostokątnego trzech płaskich elementów, 
podległych samym tylko ciśnieniom normalnym głównym. 
Wziąwszy go za układ współrzędnych krzywokreślnych, ilości 
а stają się oczywiście parametrami powierzchni izostatycz- 
nych a ciśnienia styczne ©; są wszędzie zerami. Wtedy istnieją 
tylko ciśnienia normalne 96, które zamieniwszy się na ciś- 
nienia główne A; będące pierwiastkami równania (14) [V, 
22], przedstawiają w każdym punkcie ciała kierunki i wiel- 
kości osi elipsoidy ciśnień. Równania zatem ogólne (1), upro- 
szczone w ten sposób, wyobrażają prawo powierzchni izosta- 
tycznych. 

Wykonywając to uproszczenie należy założyć 

M, =A NA JG; FA; 
6, =0, 6,=0, 6,=0, 
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a zastąpiwszy jeszcze nawiasy 


PU A PW 
F-2) (6—0) E a) 
przez odpowiednie głoski F,, F., F;, grupa (1) zamienia się 
na układ równań 


| dA: | Ra 2 А, LA ap 
С, is Pis 
dA A;—A А,—А 
6 pam с чс 2 3, je SSA 
( ) ву AES 79,3 gi Ta4 
= DE А А, A 
*3 Ta Е 


wyrażających to jedyne prawo, króreby można nazwać twier- 
dzeniem LAME'G0: że w każdym układzie tzostatycznym, każde 
z trzech ciśnień głównych doznaje według własnego kierunku 
zmiany, która powiększona składową według tego samego kie- 
runku siły działającej na masse, jest równą summie nadmiarów 
tego ciśnienia nad dwa pozostałe, pomnożonych przez odpowiednie 
krzywości powierzchni izostatycznej ulegającej temu ciśnieniu. 


A zatem, jeżeli chcemy ażeby dany układ trzech familij po- 
wierzchni wzajemnie prostopadłych był układem izostatycz- 
nym, wystarczy w takim razie dać tylko natężenia ciśnień 
głównych w jednym punkcie M; albowiem za pomocą prawa 
(6), znajdziemy natężenia tych ciśnień w sześciu punktach 
sąsiednich położonych z jednej i drugiej strony punkiu M na 
łuku ds, a postępując w ten sposób dalej znajdziemy wszy- 
stkie ciśnienia główne w całej uważanej przestrzeni. 

Jednem słowem, prawo, tak łatwo wyrażone za pomoca 
elipsoidy ciśnień, daje ciśnienia wywierane w jednym punkcie, 
za pomocą trzech z pomiędzy nich; następnie zaś, prawo nie 
mniej proste, wyrażające się za pomocą równań (6), pozwala 
wyznaczyć ciśnienia we wszystkich pozostałych punktach. To 
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ostatnie prawo było więc koniecznem, albowiem bez niego, 
zjawisko równowagi wewnątrz ciała niesztywnego, pozosta- 
łoby niezupełnie oznaczone. 


60. Poszukiwanie powierzchni izostatycznych. — 
Wypowiedziane teraz uwagi LAvE'Gostają się oczywistszemi szu- 
kając powierzchni izostatycznych. Przypuśćmy w tym celu 
że umieliśmy zcałkować równania (4)i (5) Ш, 12] lub (6) 
1, 14] i (5) [12], w danym jakimkolwiek przypadku; wtedy 
funkcye u, о, w są zupełnie znanemi. 


Założywszy 
(7) cz+u=r, y+v=y, 2z-w=z, 


ilości 2, у, 2 wyobrażają współrzędne punktu ciała po jego 
odkształeeniu się, podczas gdy ilości 2, у, z, od których za- 
leżą funkcye и, v, w, są współrzędnemi tego samego punktu 
przed odkształceniem się. 


Z trzech równań (7) można oczywiście wyznaczyć trzy 
ilości 2, у, z w funkcyach trzech ilości ©, у, z, а ztąd ciš- 
R А ZA . dlu,v,w 
nienia (N;, T,), które są funkcyami ilości 2, у, z i а), 

d(E,Y, з) 
wyrażają się oslatecznie przez г, у, z. 


То mając, przypomnijmy teraz, że ciśnienia główne А,, As, 
A, są pierwiastkami równania (14) [V, 22] i jako takie wyra- 
żają się również przez funkcye zmiennych 2", у, 2. Oznacza- 
jac którekolwiek z tych ciśnień przez A; i zakładając 


= А п; = 1 
(А; — N.) Ti „+ TE 1 RET" 


M; 


1 
== RAM СЕ Г ДЫ. 
f (А: — №,)Т, + P 


płaszczyzna, poprowadzona przez punkt (2, у, 2) prostopadle 
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do kierunku ciśnienia głównego A, ma za równanie (929, (17)] - 
mi(X — x) + ni (Y — y) + p;(Z — z) =0, 

rozumiejąc przez X, Y, Z współrzędne bieżące płaszczyzny. 


Lecz ta sama płaszczyzna jest zarazem płaszczyzną styczną 
w punkcie (ж, у, 2) do powierzchni izostatycznej 


(2,0,5) =; 
równanie więc jej wyraża się jeszcze jak następuje : 


7: (X — c) + 98 (Y =y) + (Z —2)==0; 


zkad wypadają związki 


(8) de _dy 4 hi 


gdzie h, oznacza parametr różniczkowy pierwszego rzędu nic- 
zmiennika «; i 


Ri = -+ ут? + лг + р^. 


Ze stosunków (8), które można także zastąpić przez równania 


Р бн anih, Шу. бИ „кф. 
(9) du a b R; ч dy й, R; s dz aż, hi R; И 


4 да A da; A du, 


»trzymuje się tylko trzy ilości — NE NS 'v0- 
otrzymuje się tylko trzy ilości 47° hay” па” wyo 


brażające dostawy katów które normalna do powierzchni х, 
tworzy 2 osiami współrzędnych, co również dowodzi, że same 
wartości i kierunki ciśnień głównych w każdym punkcie ciała, 
nie wystarczają jeszcze do wyznaczenia powierzchni izosta- 
tycznych; uwaga prowadząca w gruncie do tego samego wy- 
niku, któryśmy w końcu poprzedniego ustępu z LAMEG0 przy” 
toczyli. 
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Chcąc zatem wyznaczyć powierzchnie izostatyczne potrzeba 
się udać do równań (6). Którebądź z nich napisać można jak 
następuje 
BL pF; M eia P u aiit 
ds; Tij Pik 
a zważywszy że jest [IX, 44, (11)], [XI, 54, (10)] 
dh daj å _ ма, = h; dh, 
Т "зерур da,” rk uda 
mamy również 
JA; АА, — А) а, АХА; AJ dhr 
10) Ai aia ору Орао 
r а ане GC” BB Eu 
Ponieważ A; hj ły są funkcyami zmiennych «,y,z, jest 
oczywiście 
dA; _ dA; dz йм dy ү dA, dz 
da, аг du, dy daz; rz da; 
аһ _dh; da dh, dy dh dz 
du, dë 7 dy du; 23 dz daj” 
dh: _ da | dh dh; dy, Фа dz 
da, de da dy dy, dz du,” 
a z przyczyny równań [X, 45, (1)] 
a Wi рф, 1 du, dz _ A du 
жї. da y da; "Th dy du, Л dz 
i równań i znajdujemy bardzo łatwo, zamiast równania 
(10), równanie następujące 


„> 


| „dA; dA; ПА; 
| Ч + л ү "+ ргә + PRF 
=т{ = ау Ai— А e) 
(11) hj dx h da, 


; A;-- А; аһу А, = А» dh, 
+n (а а) 


К A алл. Apa An dh, 
| == Si Деу | i ка 
\ pi( Т; TE + 7: T) 
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Uważmy także że ilość F; przedstawia składową, według 
normalnej do powierzchni «; siły działającej w punkcie (2, 
у, 2) na jednostkę massy р. Składowemi tej siły, według osi 
prostokątnych (2, y,z), są ilości Х,, Yo Z, ПУ, 17, (1)], 
mamy zatem, па mocy równań (9), 

R,Fi=m;X, + т; Y, + Pi Zo 
Zastępując w równaniu (11) ilość R;F; przez druga stronę 
otrzymanego teraz równania i zakładając 
фу =log. пер. л, Ф: = log. nep.śu, 


znajdziemy bardzo łatwo 


ЖУЛА, dA; dA; 
"(ж e)n (get) (ш — 2.) 


= mi| (А, -aA = ЕЧ 
(12) | К Í 
; АЛИ АДС! 
+ mj (A — AD + (A — A E l 
ЖАА САЛ EN JA 
+р‹ | (А; АУ (А; Ау) dz j 


Równanie (19) przedstawia właściwie trzy jednoczesne ró- 
wnania, z których otrzymuje się każde zastępując pokolei 
trzy znaczki t, j, Е przez 4, 2,3; 2, 8, 1; 8, 4,2 

W tak otrzymanych równaniach ilości A;, Mi, ni, pi, Xo Yo 
Z, sa funkcyami danemi zmiennych «, у, z; ilości zaś g; są 
funkcyami nieznanemi tych samych zmiennych. Na wyznacze- 
nie więc trzech funkcyi о; posiadamy trzy jednoczesne cząst- 
kowe równania (12) rzędu pierwszego. 

Dla tej przyczyny, w funkcye g; t.j. w całki rownań (12), 
wejdą funkcye dowolne. Ażeby je wyznaczyć, powróćmy do 
równań (9), które dają najpierw 


13 da; = h; 22 ę dy + hyde 3 
(13) у 
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. А ЗР í 
a następnie, na mocy równości ==, 
ti 


dsi =i dx + R. dy + к 


Zważywszy że druga strona napisanego teraz równania jest ró- 
żniczką zupełną, znajdujemy, wprowadzając tensam warunek 
do równania poprzedniego: 


n, fi dhi dhi _ „dh, p U — „dh, 
47 Рау” t 15? dy nz” 


a dzieląc przez A: i pamiętając na założony wyżej związek 


gi = log пер hi, 


TENT A E N, 
14) płazy dh, и, оне 
чї). & @ М ау? ze” "Na" dy "4 


Każda więc z całek Ф; równań (12) zadosyć czyni warunkom 
(14), co pozwala wyznaczyć naturę funkcyi dowolnych, we- 
szłych z całkowania równań (12). 

Mając tak wyznaczone funkcye Ф: znajdziemy następnie 

Пе е, 
a całka różniczki (13) daje równanie 
(15) a =f,;(v,y, z) 
powierzchni izostatycznej. 

Jeżeli w składowe X,, Y,, Z, wchodzą także sily bezwła 
dności, w drugiej stronie równań zawartych w (15) wchodzi 
zmienna £ wyobrażająca czas; powierzchnie więc izostatyczne 
(24,24, 43) zawierają w sobie parametr zmienny # i przedstawiają 
coraz inny układ z upływem czasu. Jeżeli zaś składowe X,, Ү,, 


Z, nie zawierają w sobie składowych siły bezwładności, t. j. 
jeżeli jesteśmy w przypadku równowagi, drugie strony równań 
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(15) nie zależą od zmiennej 7, ale tylko od trzech ilości «, у, z, 
przedstawiających współrzędne punktu ciała po jego odkształ- 
. . P x А , . 

ceniu się (7). W każdym z tych przypadków, trzy równania 
zawarte w (15) daja 

ж == Ф, (di, 4, аз), А 

у = Ф, (шу, оз, 25), 


==Ф, (о, KD as), 


t. j. współrzędne prostokątne każdego punktu ciała, w czasie 
jego odkształcania się lub ро odkształceniu, stosownie do tego, 
czy uważamy przypadek ruchu czy przypadek równowagi. 


61. Powierzchnie i linie izodynamiczne. — Zatrzy- 
mawszy definicyę powierzchni izostatycznych, jako powierz- 
chni ulegających samym tylko ciśnieniom normalnym głó- 
wnym, nazwiemy powierzchnią izodynamiczną taką powierzchnię, 
która ulega jednocześnie ciśnieniom normalnym i jednakowego 
natężenia we wszystkich jej punktach. Prawo istnienia jedy- 
nego tylko układu trzech familij powierzchni izostatycznych, 
dowodzi oczywiście, że wogóle powierzchnie izodynamiczne 
nie istnieja; a istniałyby tylko wtenczas, gdyby niektóre lub 
każda z powierzchni izostatycznych ulegała ciśnieniom jedna- 
kowego natężenia we wszystkich jej punktach, co wymaga 
już pewnych szczególnych warunków. 


Dwie powierzchnie izodynamiczne przecinają się podług 
pewnej krzywej, którą nazwiemy linią tzodynamiczną. 


62. Błony i włókna. — Zamieścimy jeszcze dwa godne 
uwagi wyniki z równań (6). Otrzymuje się z tych równań 
warunki równowagi błony o grubości jednakowej ds, : obie 
powierzchnie błony równoległe do jej powierzehni środkowej, 
są dwiema powierzchniami niekończenie sąsiedniemi, które 
można uważać jako należące do jednej («,) z trzech familij 
powierzchni układu krzywokreślnego ; ich wspólna normalna 
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jest elementem prostolinijnym хз, co daje : 


1 1 


—=0, — =U. 


Ty3 7з А 


Ponieważ tak uważana powierzchnia аз żadnym ciśnieniom 
nie ulega, jest oczywiście 


dA 
Az=0, yr , 
i równania (6), w ten sposób uproszczone, dają : 
dÀ, Å — A, 
| ds, ре з i 
dA; оо А.А, 
е9 ds, Hei ҮК P, 
Mar Na 


rar Tas 


warunki równowagi w każdym punkcie uważanej błony. 


Warunki równowagi włókna o przecięciu stałem są również 
zawartemi w równaniach (6). Załóżmy że oś krzywa włókna 
jest skierowaną według krzywej s,; przecięcie jego normalne 
jest elementem płaskim ds, ds, powierzchni о, nieposiada- 
jacym żadnej krzywości : mamy wtenczas 


1 1 
——=0, — 0. 
„з "з 
Ponieważ powierzchnia boczna włókna nie doznaje żadnych 
ciśnień, jest również 


dA, __ dA, _ 
А,=0, móc" A; =0, С e 
i równania (6) dają układ równań 
аЛ) dA ү (Ё‹>=0, А ү pF, =0, А, + gf, =0, 
de iing Tas кз 
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wyrażających równowagę w każdym punkcie założonego włó= 
kna. 


Z tego co powiedzieliśmy wogóle o powierzchniach izosta- 
tycznych i izodynamicznpch wynika bezpośrednio, że błona 
jest powierzchnią izodynamiczną a włókno linia izodyna- 
miczną; albowiem jedno i drugie, niedoznając żadnych ciś- 
nień na całej swojej powierzchni, doznają, mówiąc innemi 
słowy, ciśnień normalnych i jednakowych, bo równych zeru. 


Dostrzega się również bardzo łatwo, że kształt równań (16) 
i (17) dogodnym jest tylko w traktowaniu prawdziwej równo- 
wagi. Jakoż, w przypadku ruchu ilości współrzędne błony lub 
włókna zmieniają się z czasem, jako parametry powierzchni 
i linij izodynamicznych ; ruchu przeto do nich odnosić nie 
można jako do ilości zmiennych z upływem czasu. Tak więc, 
układ współrzędnych prostokreślnych przedstawia tutaj wię- 
ksze korzyści w przypadku ruchu; układ współrzędnych krzy- 
wokreślnych jest dogodniejszym jeżeli się traktuje przypadek 
równowagi błony lub włókna, dając odrazu twierdzenia (16) 
i (17), któreby trudnemi były do otrzymania we współrzędnych 
prostokreślnych. 


63. Powierzchnie izostatyczne i izodynamiczne 
w przypadku kuli ciśnień. — Do szczególnych przypadków 
i godnych także uwagi, należy jeszcze ten w którym elipsoida 
ciśnień jest kula. Wtedy należy oczywiście założyć 

Ay = As =A=, 


i równania (6) dają 


1, а d 
1 R: a Ыр T (2 = 
( 8) йз, чш (Е, , ds, РЕ, 0, ds; pF;i=0, 


A zatem, jakakolwiek powierzchnia poprowadzona w ciele 
jest powierzchnią izostatyczną, gdyż każdy element płaski 
ulega tylko ciśnieniu normalnemu. Pomiędzy temi powierz- 
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chniami, znajduje się jedyna, która jest powierzchnią izody- 
namiczną. Ażeby znaleść równanie tej ostatniej powierzchni, 
uważmy najprzód że równania (18) zachowują ten sam kształt 
w układzie prostokreślnym ; mamy więc także 


dp za 
dz + PŹ,==0, 


rozumiejąc przez X,, Y,, Z, składowe, według osi prosto- 
katnych 2, y, z, siły działającej na jednostkę massy p. Ztąd 
znajduje się oczywiście 


бр Бей ыс, dp 


"= wt PY, =0, 


dp dp dp a 
40 == С dx ш i ка dz = — (Ха + Yydy + 7,0), 


a następnie 

(19) == F(z T, Y, z), 

równanie powierzchni ulegającej we wszystkich punktach ciś- 
nieniu normalnemu i jednakowemu p, t.j. równanie po- 
wierzchni izodynamicznej. 

Łatwo jest zauważyć że powierzchnie poziomu w cieczach 
lub gazach są powierzchniami izodynamicznemi. 

Na tem kończymy Dział Drugi niniejszego wykładu. Przed- 
stawiając równania ruchu lub równowagi wewnątrz danego 
ciała pod innym kształtem jak w dziale pierwszym, dopełni- 
liśmy już przez to samo zamierzonego celu. I rzeczywiście, 
równania te (1) wyrażają warunki ruchu lub równowagi we 
współrzędnych krzywokreślnych, ułatwiających bardzo często 
rozwiązanie zadań, którychby we współrzędnych prostokreśl- 
nych pokonać niepodobnem było; następnie, na mocy okre- 
ślenia powierzchni izostatycznych otrzymują się równania (6), 
wyrażające prawa tych powierzchni, prawa, bez których defi- 
nicya równowagi wewnątrz ciała naturalnego byłaby niezu- 
pełną; nareszcie, znajdują się twierdzenia (16) i (17) charakte- 
ryzujące geometrycznie błony i włókna i uzupełniające w ten 
sposób to, cośmy wyżej nazwali głównym ich charakterem. 

11 
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+ 


LEKCYA XIV 


Metoda dynamiczna. — Summa sił żywych odksztalcania się układu mechanicznego, — 
Definicya płynu. — Summa sił żywych odkształcania się jednostki objętości olementn 
płynu, — Obliczenie współczynników wielomianu ©. — Inny pogląd na wielomiau©, 


64. Metoda dynamiczna. — Badania które dotąd prze- 
prowadziliśmy, polegają głównie na znajomości praw odkształ- 
саша się jednostki nieskończenie małego elementu dz dy dz 
i na definicyi pracy mechanicznej zużytej na to odkształcenie 
się. Widzieliśmy że owa praca zależy od tych samych ilości, 
za pomocą których wyrażają się odkształcenia jednostki pomie- 
nionego elementu (II, 8, (7), ostatecznie zaś, sprowadza 
się do funkcyi sześciu parametrów elipsoidy odkształceń 
П, 12, (3)], t.j. sześciu ilości 


du dv dw do dw dw du du Ф 


dz” dy” dz” dz dy da dz” dy а 


w których trzy funkcye u, v, w zależą od czterech zmiennych 
niezależnych £, у, z, t i posiadają tego rodzaju znaczenie geo- 
metryczne że ilości : 


+ U, у +0, 2 W, 
są współrzędnemi punktu М па końcu czasu £. 


Taki zrobiwszy początek otrzymaliśmy ogólne równania 
ruchu lub równowagi w każdym punkcie ciała, i następnie, 
przyszliśmy do pewnych wniosków streszczających ogólne 
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własności tego ruchu lub równowagi wewnątrz ciał nieszty- 
wnych. Lecz metoda ta, jakkolwiek z wielu względów bardzo 
dogodna, nie pozwala jednak wprowadzić do otrzymanych 
wypadków podziału ciał na stałe, ciekłe i gazowe, podziału tak 
charakterystycznie przedstawiającego się w naturze. Ażeby 
i tego celu dopiąć, weźmiemy za podstawę, do rozwiązania 
głównego zadania mechaniki cząsteczkowej, trzy funkcye 
(и, v, w) czterech zmiennych (2, у, 3, £) wyobrażające rzuty 
prędkości punktu M (2, у, 2). Zmienne 2, у, 2 są wtedy 
funkcyami czasu ¢ i cztery ilości (2, y, z, t) od których zależą 
funkcye u, v, w nie są już, jak w poprzedzającej metodzie, po- 
między sobą niezależnemi. Mówiąc więc treściwie, trzy fun- 
keye и, о, w wyobrażały poprzednio odkształcanie się w danym 
punkcie ciała i zależały od czterech zmiennych niezależnych 
(w, у, z, t); obecnie, trzy funkcye u,v, w wyobrażają rzuty 
prędkości, z którą się ciało w danym punkcie odkształca, izale- 
ża także od czterech zmiennych (2, у, 2, 0); lecz trzy z tych 
zmiennych, t.j. z, у, z, zależą od czwartej zmiennej, t. j. od 
czasu £. Za pomocą metody pierwszej traktuje się jednocześnie 
ruch i równowagę; albowiem funkcye w, v, w, jako przedsta- 
wiające odkształcenia, mogą mieć wartości różne od zera, tak 
dobrze w przypadku ruchu jak i w przypadku spoczynku. Za 
pomocą metody drugiej można rozważać tylko jedyny przypa- 
dek ruchu; gdyż funkcye v, u, w, jako wyobrażające prędkości, 
w przypadku spoczynku nie istnieją. Ztąd możnaby nazwać 
metodę pierwszą, metodą statyczną; metodę zaś druga metoda 
dynamiczną. 


65. Summa sił żywych odksztaźcania się układu me- 
chanicznego.—Metoda dynamiczna polega na pewnem twier- 
dzeniu, lub właściwiej ha pewnej zasadzie, należącej do me- 
chaniki analitycznej i dotąd, o ile nam się zdaje, jeszcze nie- 
spostrzeżofiej. Zasada ta wynika z uważania następującego. 


Wyobraźmy sobie pewną liczbę punktów materyalnych, ma- 
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jących za massy: 
т, 12090, . 3 
za współrzędne prostokątne, w czasie £: 
Byla YB. A 
za rzuty, na osie współrzędnych, prędkości w czasie £: 
Zyd 20.86 МО O. 


W ten sposób poruszający się zbiór punktów materyalnych 
uważać można za układ mechaniczny najogólniejszy, którego 
summa sił żywych wyraża się przez formułę 


| 
2 5т(и + v* + w*), 
gdzie znak summowania £ rozciąga się do wszystkich punktów 


materyalnych. Summie tej można nadać inną postać, dogo- 
dniejszą do celu jaki założyliśmy. 


І tak, zauważmy najprzód że jest tożsamościowo 


у 1,» (Smu)? + Хт Хти? —(Zmu)? 
= – ти = - У 
2 22m 


i następnie, że jest również tożsamościowo, po wykonaniu 
wskazanych działań : 


Хт Хти? — (Хи)? = 
s AE RJ Р я Я EJ , , 
Imu + Ут (и? + u?) — Sm — 2N'mm ип = 
Утт(и — и). 


Dwa znaki saummowania, Х i 5; odróżniają tutaj liczbę 
wyrazów do których się odnoszą. Jeżeli układ składa się z n 
punktów, znak Х odnosi się do n wyrazów, t. j. do tylu, wiele 
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jest punktów w układzie; znak Ў, odnosi się w takim razie 


wyrazów, t.j. do tylu, wiele jest podwójnych 


do a=" 


kombinacyj z п punktów 
Na zasadzie ostatniej tożsamości, tożsamość pierwsza za- 


mienia się na następującą 


1 (®ниў + M mm(u — и)? 
к = 000 
2 22m ч 


i summę sił żywych przedstawić można przez drugą stronę ró- 


| 


wnania 
Е т(и? + 0 4-и?) = 
(1) ж ( (Smu, + (Zmv)* + (Хто) j 
22m зя | Simm '|(u—u) + (0—0 Y + (0—w)] | | 


To mając, załóżmy teraz 


i uważmy że jest 
ауу) yz 
t vy 


(2—2) _ a 
x GG TIM 
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Wtedy znajduje się bez trudności : 


dR A 
U—USEA ст -- RZ 
v—v =} R R a 

dt dt 

dR de 
w— w =t ZT + К z 


Zważywszy że ilości a,b, c zadość czynią dwom warunkom: 
A +6 021, 
A. > “т , 
trzy ostatnie równania dają: 
(2) T = (u) 0—0) rel — w) 
(uu) +(v—v) +(w—w)= 
da\? dby* асу? ЕР) 
| [— = =) |+ |— 
a +(a) АС ]* (ar 
1 równanie (2) można jeszcze napisać jak następuje : 
> 5 т(и? + 1% + 0%) == 
Imu) + (Хто)? + (Zmw)* | 
|у (dop, (Фу (у 
БҮ: "ad | (zr). z dt j 3 (2 : 


У, dR 
== mm (T) 


(3) 


м 


Pod tąkim kształtem podstawiona summa sił żywych układu, 
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zawiera w sobie inne elementa jak wtedy gdy się wyraża przez 
składowe u, v, w prędkości każdego punktu. Jakoż, łatwo jest 
Xmu Хто Хти 
zm Хт’ Ут 
kości środka ciężkości układu; żeilość R przedstawia odległość 
wzajemną którychkolwiek dwóch punktów układu, a zatem, 


SE. jest prędkością z którą się zmienia taż odległość; że na- 


zauważyć że ilości są składowemi pręd- 


dt 
reszcie ilości a, b, с oznaczają dostawy kątów które kierunek 
А SE. 2 da db de 
R tworzy z osiami współrzędnych, a zatem © —› — 
ROCA ИЕР: а de l 


są prędkościami z któremi zmieniają się te dostawy. 


Ten nowy kształt summy sił żywych układu jest barı ze do- 
godnym wtedy jeżeli chcemy robić pewne szczególne аі że- 
nia o układzie. I tak, chcąc otrzymać summę sił żywych ık adu 

dR 
sztywnego dosyć jest założyć w równaniu (3) gr = alk эм em 


warunek że wzajemne odległości punktów ЛАА uł tad 
są niezmiennemi, jest zupełnie wystarczającym w celu uzy- 
nienia go sztywnym. Mamy zatem dla układu sztywnego : 


> И, + + и?) == 


Р | (Smu)? + (Хто)? + (Хто)? 
D Туву. (ау (е) 
| + рх mm R | na pr ) ię Ei 


Uwaga ta prowadzi jeszcze do wniosku, stanowiącego istotę 
naszego twierdzenia. Oczywistem jest, że założenie sztywności 
układu równoważy się z założeniem niemożliwości jego od- 
kształcania się, z tąd zaś wypada że pzędkości ©, które dla 
układu sztywnego stają się zerami, odpowiadają tylko samemu 
odkształcaniu się. Również jest widocznem że summa sił ży- 
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wych odpowiadających summie odkształzania się, powinna 


zależyć tylko od odpowiednich prędkości, t. j. od IR З 


dt 
czając więc przez © wartość tej summy i zastępując e jego 
wartością (2), mieć będziemy: 
2 
El) 
(4) e=] j 22m 
| 3) Y mmfa(u — u) bv — v) + c(w —w)]* 


| 22m 


Formuła (4) przedstawia summę sił żywych odkształcania się 
układu i stanowi wyżej zapowiedziane twierdzenie, którego 
wysłowienie jest zbytecznem. 


Zastosowanie twierdzenia. (4) do rozwiązania głównego za- 
dania mechaniki cząsteczkowej, stanowi metodę dynamiczna. 
Możność użycia tej metody polega na następującej definicyi. 


66. Definicya płynu. — Nazwiemy płynem materyę ciągłą, 
która może zmieniać swój kształt bez przestania być ciągłą. 


Jeżeli ©, у, z wyobrażają współrzędne prostokątne punktu 
płynu w czasie /, wtedy dxdydz jest objętością w czasie £ 
nieskończenie małego elementu płynu, lub krócej, elemenlu 
płynu. 


Wziąwszy za delinicyę massy współczynnik siły bezwładno- 
ści Ш, 6], oznaczmy przez dm massę płynu odpowiednią ob- 
jętości dxzdydz. Granica stosunku massy do objętości, 

dm 
zywa się gęstością płynu w punkcie M(x,y,z) iw czasie /. 
Ztąd таѕѕа elementu płynu w czasie £ jest odr dy dz. 


==, gdyobjętość dzdydz nieograniczenie maleje, na- 
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To wiedząc, wyobraźmy sobie że cała massa płynu w czasie 
t jest podzieloną па elementa dxdydz, przez poprowadzenie 
nieskończonej liczby płaszczyzn równoległych do płaszczyzn 
współrzędnych. Wtedy pdz dy dz wyobraża massę jednego z ta- 
kich elementów. Zmieniwszy nieskończenie mało kształt całej 
massy płynu, przyrost jakiego nabywa massa elementu wyraża 
się przez 8(edudydz). Lecz że odkształcenie się nieskończenie 
małe całej massy, jest wynikiem odkształcenia się elementów 
dzdydz, każdy z tych elementów zachowa massę stałą, со się 
wyraża analitycznie, zakładając 


o(gdcdydzy=0. 


Wykonawszy wskazane różniczkowanie, następnie, przesta- 
wiwszy znaki 8 i d, nareszcie, podzieliwszy otrzymany wy- 
padek przez dxdydz, znajduje się bardzo łatwo: 

dèx Фу | dz 
òp + p | — + — + — | 0. 
HER (T dy dz 

Jeżeli pomienione odkształcenie nastąpiło w skutek przy- 

rostu czasu 21, wtedy mamy 


dp ар „ 
ôt + ——0y + —-02, 
di yt dz 
albowiem gęstość р zależy wogóle od czterech zmiennych 
£, Y, Z, t, z których trzy zmienne z, у, z, zależą od czwartej 
1. Na mocy tego, równanie poprzedzające przybiera postać: 
do, doża (15 dężz 
00 +22 ү SDA WBA у, 
dt ac ау dz 
Со do ilości 22, ду, 22, te wyznaczają się jak następuje : na- 
zywając przez u, v, w składowe prędkości w punkcie М(г, y, з) 
mamy, jak wiadomo z mechaniki, 


dt DU s dz 
T 2 UOR dt 
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u,v, w noleży uważać, podobnie јак е, za funkcye czterech 
zmiennych x,y,z, t. Ilości więc 22, ду, èz jako przyrosty 
współrzędnych 2, у, z, nabyte w skutek przyrostu czasu wy- 
rażają się : 


01 == иб, бу = vàt, 0 =Wót, 
і równanie nasze przyjmuje kształt: 


к dę Фи dav dow 

(3) at: WF dod 

Równanie (5) znane jest w elementarnych mechanikach pod 
imieniem równania ciągłości; my nazwalibyśmy go raczej równa- 
niem stałości massy. Oczywistem jest że definicya płynu zawiera 
się głównie w równaniu (š), na mocy którego płyn może się od- 
kszlałeać ze zmianą nawet jego objętości, t.j. ze zmniejszeniem 
się tej objętości, lub jej powiększaniem bez przestania być 
ciągłym. Jakoż, podług tego równania możność zmieniania się 
objętości płynu posiada każdy jego element; a ponieważ płyn 
składa się, w każdej chwili, sposobem ciągłym z tych elemen- 
tów, nie przestaje więc być ciągłym pomimo że każdy z nich 
zmieni swoja objętość. Lecz wtedy i cała massa płynu zmieni 
swoją objętość. 

Nadmieniamy w końcu, że nie należy mięszać dwóch ró- 
żnych pojęć, t.j. płynu i cieczy; przez nadanie tylko płynowi 
pewnych szczególnych własności, możemy otrzymać ciecz. 
Płyn jest więc niejako matematycznym materyałem z którego 
utworzyć można jakiebądź ciało, wprowadzając odpowiednie 
ku temu celowi warunki. 


67. Summa sił żywych odkształcania się jednostki 
objętości elementu płynu. — Zastosujmy teraz twierdzenie 
zawarte w równaniu (4) do jednostki objętości nieskończenie 
małego elementu płynu. Zastosowanie to jest wogóle może- 
bnem, albowiem jednostka elementu posiada wymiary skoń- 
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czone, W tym celu, przedstawmy równanie (4) pod postacia 


23m 


| Утта — u) 07) (0) 


ioznaczmy przez h,k,ł,i А, К", 2 rzuty, na osie £, 4,3, 
odległości dwóch którychkolwiek punktów m i m, należą- 
cych do elementu płynu, od jego środka ciężkości M(a, у, z). 


Jeżeli u, о, w są składowemi prędkości środka ciężkości M; 
u, v. w skłakowemi prędkości punktu m; ш", v, w” składo- 
wemi prędkości punktu m'; wtedy mamy oczywiście : 


„du „du du 
И == wieki ih PE" 


UR 
u '=u+h' „=, (йи ү КАЧ, 
dz dy dz 


albowiem ilości Л, k, і Л", А, 17 są nieskończenie małem. 
Równania te dają: 


| 


| u гиа -- h VEe e ы | + (1—1) йи, 

dy dz 

5 р gn OCZ Рур 
(7) v—v=(h ky t E бл Ак; 


| w — w" = (hK — h H +(k— k + +( e: 


\ 


Uważmy teraz że ilości W — k’, k— k", ⁄— l są rzutami, 
na osie z, у, z, wzajemnej odległości r dwóch punktów m 
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i m. Oznaczając przez а, Б, с dostawy katów utworzonych 
przez kierunek r z temiż osiami, jest oczywiście 

(8) kek =ar, k-k=b, ЕГ, 

i znajdujemy bez trudności 


(9) > =oa(u —u') + 0 —v') + cu — w')=rU, 


zakładając 


(10) 


| + le (7 + |+ (an т) + (+ zz) : 
dz dy СИС dy ад, 

Wypadki te dowodzą, że każde dwa punkta elemeniu płynu, 
zbliżają się lub oddalają wzajemnie z prędkością rU, propor- 
cyonalną do ich wzajemnej odległości r i do czynnika U, 
zależnego od kierunku tej odległości, t.j. od dostaw а, 0, с 
d(u, v, w) 
d(x,y, z) 
elementu. 


i od liczb ; odnoszących się do środka ciężkości 


W przypadku który rozbieramy, element płynu jest prosto- 
ścianem, posiadającym za krawędzie dz, dy, dz. Ponieważ je- 
dnostka objętości elementu dzdydz powinna być doniego po- 
dobną, za krawędzie tej jednostki należy wziąć ilości propor- 
| ub. О Ы 
=: =, r Liczba / wyznacza 


się z warunku, że objętość tego nowego prostoscianu jest ró- 


cyonalne do dz, dy, dz, t. j. 


wną jednosci, t. j. 


ах dy dz 
г ы 
со daje oczywiście 
(11) I=ydrdydz. 
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Jeżeli więc r jest odległością wzajemną którychkolwiek 
dwóch punktów w objętości dxdydz, ilość 


, 


j=R. 
mierzy odległość wzajemną odpowiednich dwóch punktów 
w jednostce objętości. 
Ztąd wypada 
ЖОЛШЫ ог ШН: 


a zalem także 


na mocy równania (9). 


Otóż, wstawiając tak znalezioną wartość = w drugic zró- 


wnań (6), znajdujemy 


t. |. wyrażenie summy sił żywych odkształcania się jednostki 
objętości elementu płynu. Znak Хт przedstawia tutaj massę 
odpowiednią jednostce objętości elementu, t. j. gęstość płynu, 
mamy więc 


Ут==р; 


а ponieważ każda z mass m, m',.. . jest pewnączęścią całkowi- 
tej massy Хт, można założyć 


A ==np, ZNP, ... 


rozumiejąc przez n,n',... liczby dodatne mniejsze od jedno- 
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ści i zadość czyniące warunkowi 
n-Hn'-+...==l. 


Wtedy znajdujemy dla jednostki odjętości 
|3 
=Ё Ут) U? 
2 á lj 


Nareszcie zastąpiwszy ilość U wartością jej (10) i wykonaw- 
AE 
а(2,1›5) 

* odnoszące się do środka ciężkości M(z, у, z), posiadają jedna- 
kowe wartości we wszystkich wyrazach summy УУ» znaj- 


dziemy bez trudności 


p 71 
„l 


szy wskazane działania, to ponieważ pochodne ; jako 


dv dw dv dw 
(2 +5) н 2 | 


(> А (= 4 ә dw du 
"47 а dx +: A ed f 
ву "/du +5) ә йч dv 
gr dz) 25 dy 
"du A а dw +7) = PT). 
+G 
dx (E УЛУН АЁ йг к) 
dv fdw аи du dv н du 
ГА 9) а — — 
Ч е ч) M Е (Z +) (+) e „tej | 
| dw [du dv dv dwy/dw | dw 
А | dz T РЯ T) Р. (+ К) ) (+ 3) | 
z | du jdu sal du (dw du 


dy\dz dy ау \dy Яг 


dw [dw , dw dw (dv dw 
a= {г Мел zaj | ез: Ж денй тыў 
Е dz Ę- r) үе dz dz ы 
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gdzie 


2 7 À 
=? рп E б д. б. Ме зла [7 с 
ре QE” z) р? САТ 
t A LA ЛҮ, „ы 
F= Уя» И ү 
2 ді l 


U 


(14) >4 б=т (7) H= Yun nb ca (7) А 


| М =p хы be “i N =p ЫП з 


NZ okoła edi 
А =p Уп" 7) . 


Druga strona równania (13) przedstawia oczywiście summę sił 
żywych odkształcania się jednostki objętości elementu płynu. 


Współczynniki А, В, 0,... , tak określonej summy, dane są 
przez drugie strony równań i (14); każdy z nich jest summą po 
dobnychsobie wyrazów zależnych sposobem całkowitym od ilo- 


CAT " r ‚ . : z 
ści л, па, b, е, T Pozostają do obliczenia wartości tych 
współczynników. 


68. Obliczenie współczynników wielomianu ©, —Prze- 
dewszystkiem należy się zapewnić wiele wyrazów zawiera w so- 
bie każda z summ (14). W tym celu załóżmy, że jednostka obję- 
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tości elementu jest sztywną. Założeniu temu odpowiada waru- 


nek аА ==0), dający па mocy równania (19) 


0—0), 


albowiem wartość 7 jest różną odzera. Przywracając znaczenie 
(10) ilości U i pamiętając, że równanie U= 0 та miejsce przy- 
wszelkich wartościach a, b. е, znajdziemy oczywiście 


du dv dw Р 
— =0, (0, ==, 
dx dy dz 
о dw o de de_ de, t 
Ró л "ЛИШ PEE AEN ЯШ йр к 


t.j. sześć warunków koniecznych i dostatecznych, ażeby je- 
dnostka objętości płynu była sztywną. 
Przyjąwszy, że n jestliczbą punktów materyatnych jednostkę tę 
składających, wiadomo z mechaniki, iż liczba warunków ko- 
niecznych i dostatecznych ażeby układ był sztywnym wynosi 
3n—-6; mamy zatem w przypadku naszym 
3n—6 =ô, 
co daje 
ZŁ 

Tak więc znajdujemy bardzo ważne twierdzenie, że jednostka 
objętości elementu płynu może być uważaną za układ czterech 
punktów materyalnych. Na mocy tego twierdzenia liczba wyra- 
zów każdej z summ (14) wynosi 

4(4 — 1) _ 

6 
Pozostaje do obliczenia każdy z tych wyrazów, lub co na jedno 
wychodzi każdy z elementów go ааай уен Zacząjmy od 
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